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Objetivo: Esta investigación extiende los portafolios de Markowitz, Tobin, y el CAPM con procesos α-estables. 

Metodología: son realizados los siguientes procedimientos en un portafolio con los índices bursátiles del G20: 

1) son estimados los estadísticos descriptivos y los parámetros α-estables de los rendimientos, 2) es aplicada 

una prueba de bondad de ajuste para validar los procesos α-estables, 3) es estimada la matriz de covariación 

para calcular las asignaciones de los portafolios, y 4) son estimados los indicadores de riesgo sistemático. 

Resultados: La frontera eficiente es calculada sin ventas en corto y muestra que los portafolios α-estables 

presentan mayor aversión al riesgo que los portafolios gaussianos, y que los portafolios α-estables son más 

eficientes con respecto a la relación rendimiento y riesgo. Recomendaciones: La aplicación de procesos α-

estables para modelar la leptocurtosis, la asimetría y los cúmulos de volatilidad. Limitaciones: El análisis 

multivariado α-estable presenta diferentes parámetros de estabilidad. Originalidad: Los rendimientos del G20 

son modelados con procesos α-estables y es realizado un análisis de sensibilidad. Conclusión: El análisis α-

estable permite cuantificar el riesgo de mercado más adecuadamente que el análisis gaussiano. 

Clasificación JEL: C46, D81, G11. 

Palabras clave: Portafolio óptimo, medida de riesgo, distribuciones α-estables. 

 

Objective: This research extends Markowitz, Tobin, and CAPM optimal portafolio with α-stable processes. 

Methodology: The following procedures are performed on a portfolio with the G20 stock indices: 1) descriptive 

statistics and α-stable parameters of index returns are estimated, 2) a goodness-of-fit test is applied to validate 

the α- stable processes, 3) the covariation matrix is estimated to calculate the optimal portfolio assignments, 

and 4) the systematic risk indicators are estimated. Results: The efficient frontier is calculated without short 

sales and shows that α-stable portfolios present greater aversion to risk than Gaussian portfolios, and that α-

stable portfolios are more efficient with respect to the return and risk ratio. Recommendations: The application 

of α-stable processes to model leptokurtosis, asymmetry and volatility clusters. Limitations: The α-stable 

multivariate analysis presents different stability parameters. Originality: G20 returns are modeled with α-stable 

processes and a sensitivity analysis is performed. Conclusion: α-stable analysis allows to quantify market risk 

more adequately than Gaussian analysis. 

JEL Classification: C46, D81, G11. 

Keywords: Optimal portfolio, risk measure, α-stable distributions. 
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1. Introducción 
 

La diversificación de recursos necesitaba una teoría para explicar los efectos de la diversificación en 

las inversiones. Markowitz (1952) propuso un método para resolver el problema de diversificación 

óptima entre rendimiento y riesgo donde el riesgo es la varianza mínima del rendimiento utilizando 

el supuesto de que los rendimientos tienen de una distribución gaussiana multivariada. Tobin (1958) 

modificó el método media varianza incluyendo activos con un rendimiento libre de riesgo y planteó 

el teorema de diversificación de recursos que indica que “la composición proporcional de los activos 

no monetarios es independiente de su participación agregada y es la base del balance de inversión”. 

Sharpe (1964) conjeturó que la diversificación óptima está en la línea de mercado de capitales y es 

posible la obtención de un rendimiento mayor con un riesgo mayor, asentó la existencia de la relación 

lineal entre el rendimiento y el riesgo, dedujo que el origen de la línea de mercado de capitales es la 

tasa de interés libre de riesgo y que a partir de ese punto con riesgo nulo son obtenidos rendimientos 

mayores con riesgos mayores, aproximó la definición de prima de riesgo, planteó la existencia del 

riesgo diversificable (no sistemático) y del riesgo no diversificable (sistemático) que es propio del 

mercado. Lintner (1965) analizó los efectos del riesgo y de la incertidumbre en los precios, las 

decisiones de la diversificación óptima de recursos de capital con la alternativa de invertir en tasas 

de interés libres de riesgo y ventas en corto, desarrolló propiedades de equilibrio estableciendo 

condiciones para los activos, planteó funciones de indiferencia que proporcionan evidencia de la 

relación entre la tasa de interés y el riesgo, indicó que si las covarianzas son diferentes de cero, 

entonces, las funciones de indiferencia son no lineales, dedujo un conjunto de precios de mercado 

que representa explícitamente la incertidumbre y el valor de mercado complementario es la tasa de 

interés libre de riesgo donde el factor de proporcionalidad es la prima de riesgo, el riesgo de los 

activos es cuantificado por la suma de la varianza de los rendimientos y la covarianza con los otros 

activos, y definió el costo de capital. Mossin (1966) investigó las propiedades de un mercado de 

activos con riesgo en un modelo de equilibrio general donde los inversionistas buscan maximizar las 

funciones del rendimiento esperado, propuso una teoría de primas de riesgo de mercado, mostró que 

el equilibrio general es equivalente a la línea de mercado y la prima de riesgo está planteada en 

función de la pendiente de la línea de mercado. 

El modelo de valuación de activos de capital (CAPM acrónimo de capital asset pricing model) 

fue propuesto por Sharpe (1964), Lintner (1965) y Mossin (1966) quienes demostraron que los 

portafolios de Markowitz (1952) sin activos libres de riesgo son menos eficientes que los portafolios 

de Tobin (1958) con activos libres de riesgo. Markowitz (1952), Tobin (1958), Sharpe (1964), Lintner 

(1965) y Mossin (1966) supusieron que los rendimientos de los activos con riesgo siguen una 

distribución gaussiana multivariada. Mandelbrot (1963) propuso un proceso α-estable simétrico 

para modelar los precios del algodón. Fama (1963, 1965a, 1965b), y Mandelbrot y Taylor (1967) 

rechazaron el supuesto gaussiano y propusieron procesos α-estables. 

Investigaciones recientes muestran que los rendimientos no presentan un ajuste a la 

distribución gaussiana, por ejemplo: Ortobelli et al. (2002) analizaron el enfoque de las 

distribuciones α-estables en la diversificación de recursos considerando hipótesis con rendimientos 

con distribuciones α-estables y las diferencias empíricas entre las diversificaciones óptimas 

gaussiana y α-estables. Ortobelli et al. (2004) analizaron la hipótesis de diversificación de recursos 
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óptima con la hipótesis de rendimientos con distribuciones α-estables y la diversificación óptima 

considerando un rendimiento libre de riesgo y un activo con rendimientos α-estables, compararon la 

diversificación óptima con las hipótesis de rendimientos gaussiana y α-estable para un activo con 

rendimientos α-estables. Ortobelli et al. (2005) analizaron los modelos de diversificación de recursos 

con distribuciones α-estables con las hipótesis de rendimientos con distribuciones gaussiana y α-

estables, y aproximaron las asignaciones óptimas en tiempo discreto suponiendo que los 

rendimientos presentan un proceso ARMA. Giacometti et al. (2007) indican que los rendimientos 

presentan, cuantitativamente, ajustes del S&P500 a las distribuciones t-Student y α-estables. Venegas 

Martínez (2008) presenta la valuación de opciones con procesos de Lévy. Contreras Piedragil y 

Venegas Martínez (2011) y Climent Hernández y Venegas Martínez (2013) modelan rendimientos 

con distribuciones α-estables para valuar opciones. Climent Hernández et al. (2015) analizaron el 

problema de portafolio óptimo modelando los rendimientos de un producto estructurado con 

procesos α-estables y compararon los resultados con el portafolio óptimo gaussiano. Krężołek (2015) 

aplicó las distribuciones α-estables en la diversificación de recursos porque los modelos con procesos 

α-estables son usados para describir el comportamiento leptocúrtico y asimétrico de series de 

tiempo empíricas de los mercados financieros porque estas características influyen 

significativamente en el riesgo y la inferencia basada el modelo gaussiano no es estadísticamente 

significativa. Bianchi et al. (2016) consideran varios modelos extremos pesados para explicar la 

dinámica de las series de tiempo de rendimientos y ajustar la sonrisa de volatilidad para una muestra 

de opciones negociadas sobre el índice FTSE MIB.  La evidencia empírica indica que el modelo GARCH 

con errores de una distribución estable templada tiene un mejor poder explicativo para ajustar los 

rendimientos logarítmicos diarios en comparación con los modelos estándar basados en el supuesto 

de distribución gaussiana. Zagst et al. (2016) propusieron un modelo que captura la leptocurtosis y 

la asimetría de los rendimientos con distribuciones α-estables mostrando los alcances en la 

diversificación de recursos y un estudio empírico muestra que el modelo α-estable es más adecuado 

que el modelo gaussiano para cuantificar el riesgo con portafolios con menor riesgo y más 

diversificados que minimizan pérdidas y conduciendo a un mejor índice de Sharpe.  Gong y Zhuang 

(2017) indican que los activos de los mercados financieros exhiben leptocurtosis, asimetría, 

propiedades de agrupamiento y heterocedasticidad, entonces, aplican modelos de volatilidad 

estocástica impulsados por procesos de Lévy estables templados para medir riesgos financieros y de 

portafolio. Para pronosticar eventos extremos en mercados volátiles, realizan un análisis empírico 

del índice Hangseng para medir riesgos y construir un portafolio con el modelo de volatilidad 

estocástica normal estable templado obteniendo rendimientos superiores en relación con otros. 

Broda et al. (2018) desarrollan un modelo de optimización de portafolios en el contexto de una 

representación alterna al déficit esperado con punto silla y distribuciones de extremos pesados como 

la t no central, error generalizado y α-estables con una aplicación a portafolios de acciones del índice 

DJIA. Concluyendo con recomendaciones para dos casos, el primero cuando se estima el déficit 

esperado y el segundo cuando se calculan portafolios óptimos con el déficit esperado como medida 

de riesgo. Bianchi et al. (2019) proponen un método para realizar la selección de portafolios de 

Markowitz, déficit esperado y mínima varianza con los supuestos de distribuciones gaussianas, 

distribuciones multivariadas hiperbólicas generalizadas y distribuciones estables templadas 

normales multivariadas, así como una aplicación a portafolios con diferentes frecuencias de balanceo. 

Chi y Ren (2020) indican que el nivel de ingresos por intereses de préstamos depende de la 
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racionalidad de la asignación de los préstamos bancarios. Analizan la asimetría, la leptocurtosis y los 

extremos gruesos característicos de las tasas de rendimiento de los préstamos y establecen un 

modelo de optimización del portafolio de préstamos con objetivos múltiples basado en una 

distribución estable. Wesselhöfft y Härdle (2020) proporcionan un marco para modelar portafolios 

en presencia de leyes α-estables. Analizan los rendimientos del índice S&P 500 y encuentran 

evidencia de comportamiento leptocúrtico para todas las frecuencias de muestreo y argumentan a 

favor de las leyes α-estables para modelar los rendimientos del mercado financiero, revelando que la 

posición larga en opciones de venta mejora el rendimiento del portafolio. 

Los objetivos son analizar el problema de un portafolio de inversión modelando la 

incertidumbre con rendimientos α-estables utilizando un portafolio con veinticinco índices de los 

países que pertenecen al G20 con series históricas de los rendimientos diarios del 17/05/2005 al 

27/12/2019. Realizar pruebas de bondad de ajuste para las distribuciones gaussianas y α-estables 

para justificar la pertinencia y aplicación del modelo α-estable. El análisis realizado es importante 

porque modela rendimientos empíricos justificando la pertinencia del modelo de incertidumbre 

estadísticamente, y es el primer análisis para el G20 con distribuciones α-estables incluyendo 

portafolios de Markowitz, Tobin, Sharpe, Lintner y Mossin, y portafolios sin ventas en corto. 

El trabajo está organizado de la forma siguiente: en la sección 2 se presenta la metodología, 

comenzando por las definiciones de las distribuciones α-estables y de los vectores aleatorios α-

estables, planteando los problemas de optimación y presentando la solución de los portafolios 

óptimos α-estables de Markowitz, Tobin, y Sharpe, Lintner y Mossin, y la estimación de la matriz de 

covariación; en la sección 3 son analizados los rendimientos de los índices del G20, se estiman los 

estadísticos descriptivos y los parámetros α-estables de los rendimientos, se realizan la prueba de 

bondad de ajuste Anderson y Darling para cada una de las distribuciones ajustadas a los 

rendimientos, se presentan los ajustes de las frecuencias absolutas a las distribuciones gaussianas y 

α-estables, se calculan y analizan las asignaciones óptimas de recursos de los portafolios de 

Markowitz, Tobin, y de mercado, se estiman el riesgo sistemático de los índices, se calcula la 

asignación óptima de recursos de los portafolios sin ventas en corto; en la sección 4 son presentadas 

las conclusiones y por ultimo las referencias bibliográficas. 

 

2. Distribuciones y vectores aleatorios α-estables 
 

Las distribuciones α-estables son caracterizadas por cuatro parámetros y son denotadas por 

𝑆(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿). El parámetro de estabilidad 0 < 𝛼 ≤ 2 indica la curtosis de la distribución, el parámetro 

de asimetría −1 ≤ 𝛽 ≤ 1 indica la asimetría de la distribución, el parámetro de escala 𝛾 > 0 indica 

las unidades de dispersión con respecto al parámetro de localización −∞ < 𝛿 < ∞ que indica el 

punto de localización de la distribución. Las distribuciones 𝛼-estables, en general, no tienen una 

expresión analítica cerrada para caracterizar a la variable aleatoria, pero, con la función 

característica 𝜑𝑍(𝜅) o con la función de cumulantes 𝜓𝑍(𝜅) es posible caracterizar de forma única a 

una variable aleatoria α-estable como se indica en Samorodnitsky y Taqqu (1994). 
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2.1 Variables aleatorias unidimensionales α-estables 
 

Definición 1 (Variable aleatoria α-estable). Una variable aleatoria 𝑌 ∈ ℝ es α-estable si y sólo si 𝑌 =

𝛾𝑍 + 𝛿, donde 𝑍 ∈ ℝ tiene la función característica siguiente: 

 

𝜑𝑧(𝜅) = E(exp(𝜄𝜅𝑍)) = {
exp (−|𝜅|𝛼 (1 − 𝜄𝛽sgn(𝜅) tan (

𝜋𝛼

2
))) si 𝛼 ≠ 1

exp (−|𝜅| (1 −
2𝜄

𝜋
𝛽sgn(𝜅) ln(𝜅))) si 𝛼 = 1

 (1) 

donde 

 sgn(𝜅) = {
𝜅

|𝜅|
𝜅 ≠ 0,

0 𝜅 = 0.
 

 

Definición 2 (Función de cumulantes). La función de cumulantes de la variable aleatoria 𝑍 ∈ ℝ tiene 

la forma siguiente: 

 

𝜓𝑍(𝜅) = ln(𝜙𝑍(𝜅)) = {
−|𝜅|𝛼 (1 − 𝜄𝛽sgn(𝜅) tan (

𝜋𝛼

2
)) si 𝛼 ≠ 1

−|𝜅| (1 −
2𝜄

𝜋
𝛽sgn(𝜅) ln(𝜅)) si 𝛼 = 1

 (2) 

donde 2 1 = − . Las distribuciones α-estables tienen expresiones analíticas cerradas para: 

Gauss 𝑆(2,0, 2−2−1
𝛾, 𝛿), Cauchy ( )1,0, ,S    y Lévy ( )12 , 1, ,S  −  . 

 

2.2 Vectores aleatorios α-estables 
 

Definición 3 (Vector aleatorio α-estable). 𝐗 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ∈ ℝ𝑛 es un vector aleatorio α-estable si la 

sucesión de variables aleatorias {𝑋𝑘}𝑘∈ℕ son copias independientes e idénticas de 𝐗, y para todo 𝑛 ≥

2, entonces, existe 0 < 𝛼 ≤ 2 tal que: 

 

   lim
𝑛→∞

∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 =

𝑑
𝑐𝑛𝐗 + 𝐃𝑛             (3)  

donde las constantes reales de escala satisfacen 𝑐𝑛 = 𝑛
1

𝛼 y 𝐃𝑛 ∈ ℝ𝑛. 

 

Definición 4 (Vector aleatorio estrictamente α-estable). 𝐗 ∈ ℝ𝑛 es un vector aleatorio estrictamente 

α-estable si la sucesión de variables aleatorias {𝑋𝑘}𝑘∈ℕ son copias independientes e idénticas de 𝐗, y 

para todo 𝑛 ≥ 2, entonces, existe 0 < 𝛼 ≤ 2 tal que: 

 

lim
𝑛→∞

∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 =

𝑑
𝑐𝑛𝐗 (4) 

donde las constantes reales satisfacen 𝑐𝑛 = 𝑛
1

𝛼. 
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Definición 5 (Vector aleatorio α-estable simétrico). 𝐗 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ∈ ℝ𝑛
 es un vector aleatorio α-

estable simétrico si satisface que 𝑃(𝐗 ∈ 𝐵(ℝ𝑛)) = 𝑃(−𝐗 ∈ 𝐵(ℝ𝑛)) en el espacio medible 

(𝐵(ℝ𝑛), 𝑃) donde 𝐵(ℝ𝑛) es la σ-álgebra de Borel sobre ℝ𝑛. 

Las distribuciones conjuntas α-estables no tienen una expresión analítica cerrada, entonces, 

la representación de un vector aleatorio α-estable 𝐗 ∈ ℝ𝑛 de forma única con la función característica 

conjunta Φ𝐗(𝜿) es: 

 Φ𝐗(𝜿) = Φ𝑋1,…,𝑋𝑛
(𝜅1, … , 𝜅𝑛) = E(exp(𝜄⟨𝛋, 𝐗⟩)) = E(exp(𝜄𝛋t𝐗))  

donde 𝜄2 = −1. 

 

Definición 6 (Función de cumulantes). Un vector aleatorio 𝐗 ∈ ℝ𝑛 tiene una distribución α-estable si 

sólo si la función de cumulantes es: 

 

𝛹𝑿(𝜿) = {
− ∫ |⟨𝛋, 𝐬⟩|𝛼(1 − sgn(⟨𝛋, 𝐬⟩) tan(𝜃))𝚪𝐝𝒔 + 𝜄⟨𝛋, 𝐃⟩

𝑆𝑛
si 𝛼 ≠ 1

− ∫ |⟨𝛋, 𝐬⟩| (1 −
2𝜄

𝜋
sgn(⟨𝛋, 𝐬⟩) ln(⟨𝜿, 𝒔⟩)) 𝚪𝐝𝒔 + 𝜄⟨𝛋, 𝐃⟩

𝑆𝑛
si 𝛼 = 1

               (5) 

 

Teorema 1 (Combinación lineal de las componentes). Si 𝐗 ∈ ℝ𝑛 un vector α-estable, entonces, existen  

0 < 𝛼 ≤ 2, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ y un vector 𝐃𝑛 ∈ ℝ𝑛, tales que: 

 

𝑎𝑋1 + 𝑏𝑋2 =
𝑑

𝑐𝐗 +  𝐃𝑛                                                                        (6) 

 

donde 𝑐𝛼 = 𝑎𝛼 + 𝑏𝛼. La combinación lineal 𝑌 = ⟨𝐛, 𝐗⟩ es una variable α-estable y la función 

⟨𝐛, 𝐗⟩: ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ es el producto escalar de los vectores 𝐛 y 𝐗 tal que: 

 

𝑌 = ⟨𝐛, 𝐗⟩ = 𝐛 ⋅ 𝐗 = 𝐛t𝐗 = ∑ 𝑏𝑘
𝑛
𝑘=1 𝑋𝑘 = 𝑏1𝑋1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑋𝑛  (7) 

 

donde 𝐛t = (𝑏1, … , 𝑏𝑛) ∈ ℝ𝑛 y 𝐗t = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ∈ ℝ𝑛. 

 

Teorema 2 (Función característica de un vector aleatorio α-estable). Si 0 < 𝛼 < 2, entonces, 𝐗 ∈ ℝ𝑛 

es un vector α-estable si y sólo si existe una medida finita 𝚪 sobre la esfera unitaria 𝑆𝑛 ∈ ℝ𝑛 y un 

vector de localización ( )1, , n

n = D  tal que: 

 

Φ𝐗(𝜿) = {
exp (− ∫ |⟨𝛋, 𝐬⟩|𝛼(1 − sgn(⟨𝛋, 𝐬⟩) tan(𝜃))𝚪𝐝𝒔 + 𝜄⟨𝛋, 𝐃⟩

𝑆𝑛
) si 𝛼 ≠ 1

exp (− ∫ |⟨𝛋, 𝐬⟩| (1 −
2𝜄

𝜋
sgn(⟨𝛋, 𝐬⟩) ln(⟨𝜿, 𝒔⟩)) 𝚪𝐝𝒔 + 𝜄⟨𝛋, 𝐃⟩

𝑆𝑛
) si 𝛼 = 1

               (8) 

 

donde la representación espectral ⟨𝚪, 𝐃⟩ del vector aleatorio α-estable 𝐗 ∈ ℝ𝑛 es única y 𝚪 es la 

medida espectral del vector aleatorio α-estable 𝐗 ∈ ℝ𝑛. 
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2.2.1 Matriz de covariación 

 

La covarianza no está definida para las distribuciones α-estables, pero la covariación está definida 

para 𝛼 > 1. 

Si 𝑋1, … , 𝑋𝑛 son variables aleatorias conjuntas α-estables simétricas donde 1   y 𝚪 es la 

medida espectral del vector aleatorio 𝐗 ∈ ℝ𝑛, entonces, la covariación de la variable 𝑋𝑗  sobre 𝑋𝑘 es 

una función cov
𝛼

(𝑋𝑗, 𝑋𝑘): ℝ × ℝ → ℝ tal que: 

 

 cov
𝛼

(𝑋𝑗, 𝑋𝑘) = ∫ 𝑠𝑗𝑆𝑛
𝑠𝑘

⟨𝛼−1⟩
𝚪𝐝𝒔                                                                         (9) 

donde: 

 𝑠𝑘
⟨𝛼−1⟩

= |𝑠𝑘|𝛼−1 sgn(𝑠𝑘) = {
𝑠𝑘

𝛼−1 si 𝑠𝑘 ≥ 0

|𝑠𝑘|𝛼−1 si 𝑠𝑘 < 0
 

 

Si 1 < 𝛼 < 2  y 0 ≤ 𝑝 < 𝛼, la matriz de covariación es estimada por: 

 

 𝛾𝑘𝑘
2 = (

E(|𝑋𝑘|𝑝)Γ(1−
𝑝

2
)√𝜋

2𝑝Γ(1−
𝑝

𝛼
)Γ(

𝑝+1

2
)

)

2

𝑝

                                                                                 (10) 

y para 1 ≤ 𝑝 < 𝛼 : 

 

 𝛾𝑗𝑘
2 =

𝛾
𝑘𝑘

2−𝑝
2 E(𝑋𝑗𝑋𝑘

⟨𝑝−1⟩
)Γ(1−

𝑝

2
)√𝜋

2𝑝Γ(1−
𝑝

𝛼
)Γ(

𝑝+1

2
)

                                                                            (11) 

 

 

2.3 Portafolios óptimos α-estables  
 

Se presenta el planteamiento y la solución del problema de optimización de portafolios α-estables 

para la diversificación de recursos como se presentó en el trabajo de Climent Hernández et al. (2015) 

y Climent Hernández (2017), innovando para el portafolio G20 con el CAPM con rendimientos α-

estables y un portafolio óptimo sin ventas en corto como se ha presentado en el trabajo de Sánchez 

Arzate (2019). 

 

2.3.1 Portafolio óptimo α-estable de Markowitz 

 

Si el vector de rendimientos con riesgo 𝐫 ∈ ℝ𝑛 tiene una distribución α-estable, entonces, el 

rendimiento esperado del portafolio es E(𝐗) = ⟨𝐰, E(𝐫)⟩ y se tiene el problema siguiente: 

 

 

Minimizar
𝐰

 𝛾𝐗
2 = ⟨𝐰, 𝐐𝐰⟩ = 𝐰t𝐐𝐰

sujeto a:                                        :
⟨𝐰, 𝐞⟩ = 1     
E(𝐗) = 𝑚𝑋

                                                                            (12) 
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donde E(𝐗) = ⟨𝐰, E(𝐫)⟩ = 𝑚𝑋 es el rendimiento esperado del portafolio, 𝛾𝐗 = 𝛾⟨𝐰,𝐗⟩ es la medida de 

riesgo que es una función convexa de 𝐰 ∈ ℝ𝑛, es decir, ∀0 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 1  la medida de riesgo satisface 

𝛾𝐗 = 𝛾∑ 𝑤𝑘𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1

≤ ∑ 𝑤𝑘𝛾𝑋𝑘

𝑛
𝑘=1  y, entonces, el portafolio óptimo α-estable pertenece a la frontera 

media-dispersión: 

 

 𝛾𝐗
2 =

𝑚𝑋𝐀−2𝑚𝑋𝐁+𝐂

𝐀𝐂−𝐁2        (13)                                                                                 

 

donde 𝐀 = ⟨𝐞, 𝐐−1𝐞⟩ ∈ ℝ, 𝐁 = ⟨𝐞, 𝐐−1 E(𝐫)⟩ ∈ ℝ, 𝐂 = ⟨E(𝐫) , 𝐐−1 E(𝐫)⟩ ∈ ℝ y el portafolio óptimo α-

estable tiene el vector de diversificación de recursos siguiente: 

 

 𝐰 = 𝐀−1⟨𝐞, 𝐐−1⟩       (14) 

 

donde 𝐐 es la matriz de covariación y 𝐞 es un vector columna unitario. 

 

2.3.2 Portafolio óptimo α-estable de Tobin 

 

Si el vector de rendimientos con riesgo 𝐫 ∈ ℝ𝑛 tiene una distribución α-estable, entonces, el 

rendimiento esperado del portafolio es E(𝐗) = ⟨𝐰, E(𝐫)⟩ + 𝑟0(1 − ⟨𝐰, 𝐞⟩) y se tiene el problema 

siguiente: 

 

Minimizar
𝐰

 𝛾𝐗
2 = ⟨𝐰, 𝐐𝐰⟩ = 𝐰t𝐐𝐰

sujeto a:                                        :
⟨𝐰, 𝐞⟩ + 𝑤0 = 1     

           E(𝐗) = 𝑚𝑋

                                                                            (15) 

 

donde E(𝐗) = ⟨𝐰, E(𝐫)⟩ + 𝑟0(1 − ⟨𝐰, 𝐞⟩) = 𝑚𝑋 es el rendimiento esperado del portafolio, 𝛾𝐗 = 𝛾⟨𝐰,𝐗⟩ 

es la medida de riesgo y una función convexa de 𝐰 ∈ ℝ𝑛, es decir, ∀0 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 1  la medida de riesgo 

satisface 𝛾𝐗 = 𝛾∑ 𝑤𝑘𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1

≤ ∑ 𝑤𝑘𝛾𝑋𝑘

𝑛
𝑘=1  y, entonces, el portafolio óptimo α-estable pertenece a la 

frontera media-dispersión: 

 

 𝛾𝐗
2 =

(𝑚𝑋−𝑟0)2

𝒓𝟎
𝟐𝐀−2𝑟0𝐁+𝐂

      (16)                                                                                  

 

donde 𝐀 = ⟨𝐞, 𝐐−1𝐞⟩ ∈ ℝ, 𝐁 = ⟨𝐞, 𝐐−1 E(𝐫)⟩ ∈ ℝ, 𝐂 = ⟨E(𝐫) , 𝐐−1 E(𝐫)⟩ ∈ ℝ y el portafolio óptimo α-

estable tiene el vector de diversificación de recursos siguiente: 

 

 𝝀 =
𝑚𝑋−𝑟0

𝒓𝟎
𝟐𝐀−2𝑟0𝐁+𝐂

∈ ℝ, 𝐰 = ⟨𝝀, 𝐐−1(E(𝐫) − 𝑟0𝐞)⟩    (17) 

 

donde 𝐐 es la matriz de covariación, 𝑟0 es la tasa de interés libre de riesgo y 𝐞 es un vector columna 

unitario. Entonces, el portafolio α-estable de mercado tiene el vector de diversificación de recursos 

siguiente: 
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𝐰 =
⟨(E(𝐫)−𝑟0𝐞),𝐐−1⟩

⟨𝐞,𝐐−1(E(𝐫)−𝑟0𝐞)⟩
                  (18) 

 

donde 𝐐 es la matriz de covariación y 𝐞 es un vector columna unitario. 

 

2.3.3 Modelo de valuación de activos de capital α-estable 

 

Si 𝑤0 es la diversificación en la tasa de interés libre de riesgo 𝑟0 y 𝐰𝒎 es el vector de diversificación 

del portafolio de mercado, entonces: 

 

 E(𝑟𝑚) = ⟨𝐰𝒎, E(𝑟𝑚)⟩ + 𝑟0(1 − ⟨𝐰, 𝐞⟩) = 𝐰𝑚
t (E(𝑟𝑚) − 𝑟0) + 𝑟0                      (19) 

 

entonces, 𝛾π
2 = ⟨𝐰, 𝐐𝐰⟩ = 𝐰t𝐐𝐰 = 𝐰𝑚

2 𝛾𝑟𝑚
2 , por lo tanto: 

 

𝐰𝑚
2 =

𝛾π
2

𝛾𝑟𝑚
2 =

cov
𝛼

(𝑟𝑘, 𝑟𝑚)

𝛾𝑟𝑚
2  

 

La línea del mercado de capitales es: 

 

E(𝑟𝑚) =
(E(𝑟𝑚) − 𝑟0)𝛾π

2

𝛾𝑟𝑚
2  

 

donde la prima de riesgo de mercado es E(𝑟𝑚) − 𝑟0 y la pendiente de la línea del mercado de capitales 

es: 

𝛽(𝑘,𝑚) =
𝛾π

2

𝛾𝑟𝑚
2 =

cov
𝛼

(𝑟𝑘, 𝑟𝑚)

𝛾𝑟𝑚
2  

Si el mercado está en equilibrio, entonces, E(𝑟𝑘) = 𝑟0 + 𝛽𝑘(E(𝑟𝑚) − 𝑟0). Por lo tanto, el CAPM 

α-estable es: 

 

 E(𝑟𝑘) = 𝑟0 + 𝛽(𝑘,𝑚)(E(𝑟𝑚) − 𝑟0)                                                            (20) 

donde: 

 𝛽(𝑘,𝑚) =
𝛾π

2

𝛾𝑟𝑚
2 =

cov
𝛼

(𝑟𝑘,𝑟𝑚)

𝛾𝑟𝑚
2 =

𝐞𝑘
t 𝐐𝐞𝑚

𝐞𝑚
t 𝐐𝐞𝑚

=
𝐰𝒎

t 𝐐𝐞𝒌

𝐰𝒎
t 𝐐𝐰

                                               (21) 

con 𝐞𝑘
t = (01, … , 1𝑘 , … , 0𝑛). 

 

El modelo de regresión lineal simple es E(𝑟𝑘) = 𝑟0 + 𝛽𝑘(E(𝑟𝑚) − 𝑟0) + 𝜀𝑘. 

 

 
 
 
 



 
10 

 

 

REMEF (The Mexican Journal of Economics and Finance) 
Portafolios α-estables del G20: Evidencia empírica con Markowitz, Tobin y CAPM 

3. Análisis de los rendimientos 
 

El G20 es un grupo de países4 que representa el 85% de la economía mundial, se organizó en 1999 

como respuesta a la crisis financiera a finales de la década de 1990 para evitar una depresión 

económica similar a la de 1930. Las propuestas son para rediseñar el sistema financiero 

disminuyendo las tasas de interés, aumentando el gasto público de los gobiernos, y reforzando la 

regulación internacional de las instituciones financieras. Los países emergentes representan una 

parte significativa del comercio, el producto internacional, y tienen un papel importante en la 

solución a la crisis. 

Se analizan 3,338 rendimientos diarios del 17/05/2005 al 27/12/2019 calculados con los 

puntos de cierre presentados en Yahoo Finance e Investing para un portafolio que contiene 25 índices 

del G20 y probar la hipótesis de que los rendimientos presentan distribuciones α-estables. La 

estimación de los estadísticos descriptivos de los rendimientos es presentada en el Cuadro 1. 

 

Cuadro 1. Estadísticos descriptivos de los rendimientos 

Índice 𝐦𝐢𝐧(𝑿) 𝐦𝐚𝐱(𝑿) �̅� 𝑺𝑿 𝒈𝟏 𝒈𝟐 

DAX -0.0743 0.1080 0.000284 0.0139 -0.11 6.00 

Tadawul All Share -0.1800 0.0939 0.000097 0.0163 -1.34 13.21 

Merval -0.1295 0.1044 0.001011 0.0214 -0.34 3.79 

ASX 200 -0.0870 0.0563 0.000156 0.0110 -0.44 5.04 

Bovespa -0.1316 0.1368 0.000394 0.0181 -0.34 5.94 

TSX -0.0979 0.0937 0.000144 0.0111 -0.57 9.93 

Shanghai -0.0926 0.0945 0.000178 0.0169 -0.44 4.29 

KOSPI -0.1117 0.1386 0.000261 0.0134 -0.51 10.17 

Dow Jones 30 -0.0902 0.1051 0.000233 0.0113 -0.25 10.53 

Nasdaq 100 -0.1388 0.1185 0.000433 0.0136 -0.48 9.58 

Nasdaq -0.1245 0.1116 0.000349 0.0133 -0.46 8.28 

CAC 40 -0.0947 0.1059 0.000070 0.0142 -0.02 6.32 

BSE Sensex -0.1181 0.1611 0.000568 0.0153 0.01 10.33 

Nifty 50 -0.1305 0.1633 0.000542 0.0150 -0.29 10.98 

FTSE MIB -0.1333 0.1087 -0.000124 0.0160 -0.24 5.68 

IDX Composite -0.1260 0.1209 0.000656 0.0140 -0.78 9.43 

Nikkei 225 -0.1258 0.1323 0.000189 0.0155 -0.58 8.26 

IPC -0.0727 0.1259 0.000413 0.0127 0.23 7.99 

FTSE 100 -0.0926 0.0938 0.000132 0.0118 -0.32 8.54 

MOEX -0.2066 0.2523 0.000432 0.0206 -0.17 20.46 

RTSI -0.2855 0.2020 0.000164 0.0227 -0.89 15.09 

FTSE/JSE Top 40 -0.0796 0.0771 0.000462 0.0138 -0.16 4.22 

Sudáfrica 40 -0.0796 0.1229 0.000457 0.0137 0.08 5.28 

BIST 100 -0.1106 0.1213 0.000465 0.0173 -0.23 3.71 

 
4 Argentina, Australia, Brasil, Canadá, China, Francia, Alemania, India, Indonesia, Italia, Japón, México, Rusia, Arabia 
Saudita, Sudáfrica , Corea del Sur, Turquía, el Reino Unido, Estados Unidos y la Unión Europea. 
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Eurostoxx 50 -0.0901 0.0985 0.000012 0.0140 -0.15 5.09 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 1 indica que los rendimientos oscilan entre -0.2855 y 0.2523. El promedio mínimo 

es -0.000124, el promedio 0.000319, y el máximo es 0.001011, es decir, todos los índices tienen un 

rendimiento promedio positivo, excepto FTSE MIB. La desviación estándar mínima es 0.0110 y la 

máxima es 0.0227, es decir,  ASX 200 es el índice con menor volatilidad y RTSI es el índice con mayor 

volatilidad. El coeficiente de asimetría mínimo es -1.34 y el máximo es 0.23, es decir, el coeficiente de 

asimetría negativa indica que los rendimientos presentan una distribución asimétrica con una 

pendiente menor en el extremo izquierdo que en el extremo derecho de los rendimientos nulos y el 

coeficiente de asimetría positiva indica que los rendimientos presentan una distribución asimétrica 

con una pendiente menor en el extremo izquierdo que en el extremo derecho de los rendimientos 

nulos (BSE Sensex, IPC, Sudáfrica 40). El coeficiente de curtosis mínimo es 3.71 y el máximo es 20.46, 

es decir, todos los índices son leptocúrticos con respecto a la distribución gaussiana, por lo tanto, los 

rendimientos presentan distribuciones leptocúrticas y asimétricas. Las estimaciones de los 

parámetros α-estables con el método de máxima verosimilitud y parametrización 1 son presentadas 

en el Cuadro 2. 

 

Cuadro 2. Estimación de los parámetros α-estables 

Índice 𝜶 𝜷 𝜸 𝜹 

DAX 1.6310 -0.1927 0.0074 0.000114 

Tadawul All Share 1.3149 -0.0944 0.0059 0.000103 

Merval 1.6097 -0.1296 0.0115 0.000798 

ASX 200 1.6349 -0.2190 0.0059 -0.000042 

Bovespa 1.7494 -0.1894 0.0104 0.000320 

TSX 1.5358 -0.2273 0.0052 -0.000083 

Shanghai 1.5401 -0.0962 0.0085 0.000241 

KOSPI 1.5623 -0.1956 0.0066 0.000084 

Dow Jones 30 1.4897 -0.1672 0.0052 0.000034 

Nasdaq 100 1.5626 -0.2257 0.0069 0.000128 

Nasdaq 1.5584 -0.2470 0.0067 -0.000005 

CAC 40 1.6054 -0.1458 0.0074 -0.000115 

BSE Sensex 1.5624 -0.1154 0.0074 0.000357 

Nifty 50 1.5816 -0.1251 0.0075 0.000454 

FTSE MIB 1.6247 -0.1904 0.0086 -0.000369 

IDX Composite 1.5556 -0.1818 0.0068 0.000567 

Nikkei 225 1.6735 -0.2262 0.0083 0.000057 

IPC 1.6019 -0.1441 0.0065 0.000182 

FTSE 100 1.5875 -0.1751 0.0059 -0.000029 

MOEX 1.5360 -0.0878 0.0092 0.000420 

RTSI 1.5786 -0.1697 0.0109 0.000025 

FTSE/JSE Top 40 1.6760 -0.1563 0.0077 0.000269 

Sudáfrica 40 1.6945 -0.2057 0.0077 0.000175 

BIST 100 1.7067 -0.1912 0.0100 0.000294 
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Eurostoxx 50 1.6454 -0.1572 0.0076 -0.000138 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 2 presenta las estimaciones de los parámetros α-estables. Los parámetros de 

estabilidad indican que los rendimientos son leptocúrticos con: 

 

min(𝛼) = 1.3149, �̅� = 1.5928, max(𝛼) = 1.7494. 

 

Los parámetros de asimetría indican que los rendimientos son asimétricos negativos: 

 

min(𝛽) = −0.2470, �̅� = −0.1702, max(𝛽) = −0.0878. 

 

Los parámetros de escala indican que los rendimientos diarios presentan la volatilidad 

siguiente: 

 

min(𝛾) = 0.0052, �̅� = 0.0077, max(𝛾) = 0.0115. 

 

Los índices ordenados de menor a mayor volatilidad con la desviación estándar conservan 

aproximadamente el mismo orden de riesgo con el parámetro de escala, excepto el índice Tadawul 

All Share porque la desviación estándar es mayor que el parámetro de escala en una proporción de 

278%. 

Los parámetros de localización indican que los rendimientos presentan una moda positiva 

que oscila alrededor de cero: 

 

min(𝛿) = −0.000369, 𝛿̅ = 0.000154, max(𝛿) = 0.000798. 

 

Los índices ordenados de menor a mayar promedio conservan aproximadamente el mismo 

orden de utilidad promedio con el parámetro de localización, excepto los índices Tadawul All Share, 

Shanghai porque el promedio de los rendimientos es menor que el parámetro de localización, los 

índices Sudáfrica 40, Nasdaq 100, Nasdaq porque el promedio de los rendimientos es mayor que el 

parámetro de localización y los índices MOEX, Bovespa porque el promedio de los rendimientos está 

muy cercano al parámetro de localización. 

Los parámetros de estabilidad indican que las distribuciones de los rendimientos diarios son 

leptocúrticas y los parámetros de asimetría indican que los rendimientos presentan asimetría 

negativa. Concluyendo que los rendimientos son leptocúrticos y asimétricos negativos, entonces, es 

necesario probar la pertinencia de las distribuciones α-estables para modelar los rendimientos del 

portafolio G20. El análisis cuantitativo para probar las hipótesis de que los rendimientos diarios 

presentan distribuciones gaussianas o distribuciones α-estables con la prueba de bondad de ajuste 

Anderson y Darling (AD) porque es más potente que Cramér von Mises, Kolmogorov y Smirnov o 

Lilliefors y es presentado en el  

Cuadro 3. 
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Cuadro 3. Pruebas AD para las distribuciones gaussianas y α-estables 

 

Fuente: Elaboración propia 

 

El  

Cuadro 3 presenta los niveles de significación 𝒫(𝐴2 > 𝑎2) y los estadísticos 𝐴2 de la prueba 

de bondad de ajuste AD que indican que la hipótesis nula: los rendimientos del portafolio G20 

presentan una distribución gaussiana multivariada es rechazada y que la hipótesis alternativa: los 

rendimientos del portafolio G20 presentan una distribución α-estable multivariada no es rechazada 

con el nivel de significación de 1%, excepto para el índice Shanghai que tiene un nivel de significación 

de 0.89%. Concluyendo en función de los resultados presentados, que aplicación de las distribuciones 

α-estables está justificada para modelar los rendimientos diarios del portafolio G20. Los ajustes de 

las frecuencias absolutas de los rendimientos diarios a las distribuciones gaussianas y α-estables son 

presentados en la Gráfica 1. 

 

Índice 𝓟(𝑨𝒈
𝟐 > 𝒂𝒈

𝟐 ) 𝑨𝒈
𝟐  𝓟(𝑨𝜶

𝟐 > 𝒂𝜶
𝟐) 𝑨𝜶

𝟐  

DAX 0.0000 42.08 0.0207 3.24 

Tadawul All Share 0.0000 137.56 0.1737 1.51 

Merval 0.0000 36.46 0.1668 1.54 

ASX 200 0.0000 37.15 0.2311 1.30 

Bovespa 0.0000 25.51 0.6882 0.56 

TSX 0.0000 ∞ 0.1644 1.55 

Shanghai 0.0000 51.71 0.0089 3.98 

KOSPI 0.0000 ∞ 0.0978 1.95 

Dow Jones 30 0.0000 ∞ 0.0443 2.59 

Nasdaq 100 0.0000 ∞ 0.0631 2.30 

Nasdaq 0.0000 ∞ 0.1026 1.91 

CAC 40 0.0000 43.64 0.2002 1.41 

BSE Sensex 0.0000 ∞ 0.3154 1.09 

Nifty 50 0.0000 ∞ 0.1756 1.50 

FTSE MIB 0.0000 39.86 0.1186 1.80 

IDX Composite 0.0000 ∞ 0.3779 0.96 

Nikkei 225 0.0000 ∞ 0.0708 2.21 

IPC 0.0000 ∞ 0.5882 0.67 

FTSE 100 0.0000 52.80 0.4755 0.81 

MOEX 0.0000 ∞ 0.3004 1.12 

RTSI 0.0000 ∞ 0.7227 0.52 

FTSE/JSE Top 40 0.0000 29.65 0.4665 0.82 

Sudáfrica 40 0.0000 ∞ 0.4233 0.89 

BIST 100 0.0000 24.14 0.6049 0.65 

Eurostoxx 50 0.0000 36.71 0.1284 1.74 
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Gráfica 1. Ajustes de las frecuencias de los rendimientos a las distribuciones 

Fuente: Elaboración propia 

 

La Gráfica 1 presenta los ajustes de las frecuencias absolutas de los rendimientos a las 

distribuciones gaussianas y α-estables, y se observa que las distribuciones empíricas están mejor 

ajustadas por las distribuciones α-estables. Por lo tanto, la aplicación de las distribuciones α-estables 

para modelar los rendimientos del portafolio G20 está justificada. 

Un análisis de los ajustes de los rendimientos realizado con la prueba de bondad de ajuste AD 

indica que la distribución de valores extremos rechaza tres ajustes (DAX, FTSE 100, MOEX), la 

distribución de valores extremos generalizados rechaza dos ajustes (DAX, MOEX), las distribuciones 

logística y t rechazan dos ajustes (DAX, Nifty 50). Pero no es el objetivo de este analizar los portafolios 

con estos procesos. 

 

3.1 Portafolios óptimos α-estables 
 

Los rendimientos de 24 índices presentan distribuciones α-estables, entonces, son aplicados los 

procesos α-estables para valuar portafolios óptimos con la diversificación de recursos con los índices, 

los índices y un bono que otorga una tasa de interés libre de riesgo instantánea de 0.0554x10-05 

efectiva diaria, los índices, un bono libre de riesgo, la línea de mercado de capitales y ventas en corto. 

El vector de los 24 rendimientos 𝐫 ∈ ℝ𝑛 presenta una distribución log-estable, con los 

parámetros k =  para 3,2,1=k , donde 𝛼1 = min(𝛼𝑘) = 1.3149 es el mínimo de los parámetros 

de estabilidad, 𝛼2 = �̄�𝑘 = 1.5949 es el promedio de los parámetros de estabilidad, 𝛼3 =

max(𝛼𝑘) = 1.7494 es el máximo de los parámetros de estabilidad de los rendimientos. La matriz de 

covariación kQ  para los valores 𝑘 = 1,2,3 depende de los parámetros de estabilidad 0 < 𝛼𝑘 ≤ 2 y 

𝑝𝑘 < 𝛼𝑘. 
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3.1.1 Portafolio óptimo α-estable de Markowitz 

 

La asignación óptima de recursos del portafolio considerando sólo los 24 índices es presentada en el 

Cuadro 4. 

 

Cuadro 4. Asignación óptima α-estable de Markowitz 

Índice 𝒘(𝜶𝟏) 𝒘(𝜶𝟐) 𝒘(𝜶𝟑) 𝒘(𝜶𝟒) 

DAX 0.033868 0.033626 0.033596 0.033692 

Tadawul All Share 0.045733 0.040844 0.038497 0.035104 

Merval 0.015999 0.015932 0.015935 0.016485 

ASX 200 0.077868 0.075762 0.074781 0.072892 

Bovespa 0.028975 0.029585 0.029877 0.030231 

TSX 0.082493 0.081601 0.080961 0.079376 

KOSPI 0.055923 0.055091 0.054745 0.054264 

Dow Jones 30 0.119193 0.120413 0.120626 0.118973 

Nasdaq 100 0.045217 0.055364 0.059248 0.066662 

Nasdaq -0.086261 -0.098706 -0.103888 -0.112329 

CAC 40 0.047723 0.047242 0.046925 0.046162 

BSE Sensex 0.038257 0.038366 0.038422 0.038878 

Nifty 50 0.041295 0.042229 0.042370 0.042374 

FTSE MIB 0.031825 0.031932 0.032340 0.032868 

IDX Composite 0.043388 0.041234 0.040012 0.038642 

Nikkei 225 0.038020 0.040236 0.041274 0.042660 

IPC 0.060909 0.060536 0.060089 0.059177 

FTSE 100 0.090500 0.091409 0.091739 0.091832 

MOEX 0.014873 0.014051 0.013650 0.013210 

RTSI 0.002808 0.001914 0.001455 0.000684 

FTSE/JSE Top 40 0.049250 0.053471 0.055858 0.060172 

Sudáfrica 40 0.059056 0.061240 0.062450 0.064630 

BIST 100 0.025343 0.026671 0.027672 0.029863 

Eurostoxx 50 0.037745 0.039960 0.041365 0.043499 

E(Π) 0.000283 0.000285 0.000285 0.000288 

𝛾Π 0.000003 0.000014 0.000028 0.003396 

𝜌Π 84.098242 20.860576 10.293877 0.084720 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 4 presenta la diversificación de recursos óptimos del portafolio de Markowitz. Los 

resultados de las diversificaciones coinciden con la venta en corto del Nasdaq. Las diversificaciones 

presentan, en general, un comportamiento monótono creciente o decreciente, excepto el DAX,  el 

Merval y el Dow Jones 30. El DAX es decreciente en las diversificaciones α-estables, es decir, 𝑤(𝛼1) >

𝑤(𝛼2) > 𝑤(𝛼3), pero la diversificación gaussiana es mayor que 𝑤(𝛼3), es decir, el DAX tiene una 

diversificación óptima 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼2) > 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼3). El Merval presenta la diversificación 

siguiente 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼3) > 𝑤(𝛼2). El Dow Jones 30 es creciente en las diversificaciones α-

estables (𝑤(𝛼1) < 𝑤(𝛼2) < 𝑤(𝛼3)), pero la diversificación gaussiana es menor que 𝑤(𝛼1), es decir, 
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el Dow Jones 30 tiene la diversificación 𝑤(𝛼4) < 𝑤(𝛼1) < 𝑤(𝛼2) < 𝑤(𝛼3). El rendimiento esperado 

del portafolio presenta un comportamiento monótono creciente, es decir, E(Π(𝛼1)) es el rendimiento 

esperado mínimo. La medida de riesgo del portafolio también presenta un comportamiento 

monótono creciente, es decir, 𝛾Π(𝛼1)  es la medida de riesgo mínima. El índice de Sharpe del portafolio 

presenta un comportamiento monótono decreciente, es decir, 𝜌Π(𝛼1) es el índice de Sharpe máximo. 

Concluyendo que mayor riesgo significa mayor rendimiento esperado, pero mayor riesgo significa 

una pérdida potencial mayor. 

 

3.1.2 Portafolio óptimo α-estable de Tobin 

 

La asignación óptima de recursos del portafolio con los 24 índices y un bono libre de riesgo es 

presentada en el Cuadro 5. 

 

Cuadro 5. Asignación óptima α-estable de Tobin 

Índice 𝒘(𝜶𝟏) 𝒘(𝜶𝟐) 𝒘(𝜶𝟑) 𝒘(𝜶𝟒) 

DAX 0.019573 0.019169 0.018863 0.018396 

Tadawul All Share 0.004394 0.002451 0.001804 0.001369 

Merval 0.045078 0.045380 0.045638 0.046214 

ASX 200 0.013994 0.013175 0.012686 0.011902 

Bovespa 0.020501 0.021143 0.021369 0.021664 

TSX 0.008496 0.009090 0.009497 0.010512 

KOSPI 0.019825 0.018070 0.017663 0.017481 

Dow Jones 30 -0.024997 -0.025191 -0.026476 -0.029872 

Nasdaq 100 0.351463 0.359021 0.362434 0.365168 

Nasdaq -0.310146 -0.315931 -0.317706 -0.316943 

CAC 40 0.000726 0.001278 0.001725 0.002837 

BSE Sensex 0.045789 0.045507 0.045296 0.044905 

Nifty 50 0.048226 0.048471 0.048349 0.047686 

FTSE MIB -0.023682 -0.024487 -0.024664 -0.024683 

IDX Composite 0.075575 0.070861 0.068749 0.065876 

Nikkei 225 0.005222 0.008822 0.010403 0.012637 

IPC 0.045420 0.044608 0.043712 0.041878 

FTSE 100 0.014010 0.013735 0.013295 0.012657 

MOEX 0.029539 0.028244 0.027466 0.026039 

RTSI -0.014005 -0.013745 -0.013650 -0.013533 

FTSE/JSE Top 40 0.043373 0.046651 0.048447 0.051355 

Sudáfrica 40 0.044899 0.046088 0.046730 0.047887 

BIST 100 0.026241 0.026543 0.026988 0.028063 

Eurostoxx 50 -0.021720 -0.019691 -0.018798 -0.017362 

𝐰 0.467795 0.469261 0.469821 0.472133 

𝑤0 0.532205 0.530739 0.530179 0.527867 

E(Π) 0.000325 0.000325 0.000325 0.000325 

𝛾Π 0.000002 0.000010 0.000021 0.002514 
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𝜌Π 130.070176 32.074436 15.796497 0.129297 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 5 presenta la diversificación de recursos óptimos del portafolio de Tobin. Los 

resultados de las diversificaciones coinciden con las ventas en corto del Dow Jones 30, Nasdaq, FTSE 

MIB, RTSI y Eurostoxx 50. Las diversificaciones óptimas presentan, en general, un comportamiento 

monótono creciente o decreciente, excepto el Nasdaq y el Nifty 50. El Nasdaq es decreciente en las 

diversificaciones α-estables, pero 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼3), es decir, el Nasdaq presenta una diversificación 

óptima tal que 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼2) > 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼3). El Nifty tiene la diversificación óptima tal que 

𝑤(𝛼2) > 𝑤(𝛼3) > 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼4). La diversificación de recursos de los índices es monótona 

creciente, es decir, 𝐰(𝛼1) es la diversificación mínima. La diversificación de recursos en el bono libre 

de riesgo es monótona decreciente, es decir, 𝑟0(𝛼1) es la diversificación máxima y es 

aproximadamente del 53%. El rendimiento esperado del portafolio presenta un comportamiento 

monótono decreciente en las diversificaciones α-estables, es decir, E(Π(𝛼1)) >  E(Π(𝛼2)) >

E(Π(𝛼3)), pero presenta un comportamiento cóncavo porque E(Π(𝛼1)) >  E(Π(𝛼2)) > E(Π(𝛼3)) <

E(Π(𝛼4)). La medida de riesgo del portafolio presenta un comportamiento monótono creciente, es 

decir, 𝛾Π(𝛼1) es la medida de riesgo mínima. El índice de Sharpe del portafolio presenta un 

comportamiento monótono decreciente, es decir, 𝜌Π(𝛼1) es el índice de Sharpe máximo. Concluyendo 

que la inversión en el bono libre de riesgo reduce la medida de riesgo del portafolio y además 

incrementa el rendimiento esperado. Concluyendo que el portafolio de Tobin (1958) reduce el riesgo, 

incrementa el rendimiento esperado e incrementa el índice de Sharpe con respecto al portafolio de 

Markowitz (1952). 

 

3.1.3 Portafolio óptimo α-estable de mercado 

 

La asignación óptima de recursos del portafolio óptimo en la frontera eficiente considerando los 

índices, el bono libre de riesgo, la línea del mercado de capitales que es tangente al portafolio de 

varianza mínima es presentada en el Cuadro 6. 

 

Cuadro 6. Portafolio óptimo de mercado 

Índice 𝒘(𝜶𝟏) 𝒘(𝜶𝟐) 𝒘(𝜶𝟑) 𝒘(𝜶𝟒) 

DAX 0.041842 0.040850 0.040150 0.038964 

Tadawul All Share 0.009393 0.005224 0.003841 0.002899 

Merval 0.096362 0.096705 0.097139 0.097883 

ASX 200 0.029915 0.028076 0.027002 0.025209 

Bovespa 0.043825 0.045056 0.045483 0.045886 

TSX 0.018163 0.019372 0.020213 0.022266 

KOSPI 0.042380 0.038508 0.037595 0.037026 

Dow Jones 30 -0.053437 -0.053682 -0.056354 -0.063270 

Nasdaq 100 0.751319 0.765077 0.771429 0.773444 

Nasdaq -0.662995 -0.673253 -0.676228 -0.671300 

CAC 40 0.001551 0.002724 0.003672 0.006008 

BSE Sensex 0.097883 0.096975 0.096411 0.095111 
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Nifty 50 0.103092 0.103291 0.102909 0.101000 

FTSE MIB -0.050624 -0.052182 -0.052497 -0.052280 

IDX Composite 0.161556 0.151005 0.146331 0.139529 

Nikkei 225 0.011163 0.018799 0.022143 0.026767 

IPC 0.097094 0.095059 0.093039 0.088700 

FTSE 100 0.029949 0.029269 0.028299 0.026809 

MOEX 0.063145 0.060189 0.058461 0.055152 

RTSI -0.029939 -0.029290 -0.029054 -0.028663 

FTSE/JSE Top 40 0.092719 0.099413 0.103119 0.108771 

Sudáfrica 40 0.095980 0.098215 0.099464 0.101427 

BIST 100 0.056094 0.056563 0.057444 0.059438 

Eurostoxx 50 -0.046430 -0.041963 -0.040011 -0.036774 

E(Π) 0.000632 0.000630 0.000629 0.000626 

𝛾Π 0.000005 0.000022 0.000044 0.005324 

𝜌Π 118.271930 29.172290 14.368604 0.117662 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 6 presenta la diversificación de recursos óptimos del portafolio de mercado. Las 

diversificaciones presentan, en general, un comportamiento monótono creciente o decreciente, 

excepto el Nasdaq, el Nifty 50 y el FTSE MIB. El Nasdaq es decreciente en las diversificaciones α-

estables, pero 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼3), es decir, tiene una diversificación óptima 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼2) > 𝑤(𝛼4) >

𝑤(𝛼3). El Nifty 50 tiene la diversificación óptima 𝑤(𝛼2) > 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼3) > 𝑤(𝛼4). El FTSE MIB 

también es decreciente en las diversificaciones α-estables, pero 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼3), es decir, tiene una 

diversificación 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼2) > 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼3). 

El rendimiento esperado del portafolio de mercado es mayor que el rendimiento esperado 

del portafolio de Tobin (1958), y tiene un comportamiento monótono decreciente, es decir, E(Π(𝛼1)) 

es el rendimiento esperado máximo. La medida de riesgo del portafolio de mercado es mayor que la 

medida de riesgo del portafolio de Markowitz (1952) y presenta un comportamiento monótono 

creciente, es decir, la medida de riesgo mínima es 𝛾Π(𝛼1). El índice de Sharpe del portafolio de 

mercado es menor que el portafolio de Tobin (1958), y presenta un comportamiento monótono 

decreciente, es decir,  el índice de Sharpe máximo es 𝜌Π(𝛼1). Concluyendo que el portafolio de Tobin 

(1958) es más eficiente que el portafolio de mercado. 

 

3.1.4 Modelo de valuación de activos de capital α-estable 

 

El modelo de valuación de activos de capital proporciona una relación entre el rendimiento esperado 

del portafolio de mercado y cualquiera de los índices del portafolio. La relación está expresada por la 

pendiente de la línea de mercado de capitales y cuantifica el riesgo no diversificable que es 

presentado en el Cuadro 7. 
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Cuadro 7. Riesgo sistemático 

Índice 𝜷(𝜶𝟏) 𝜷(𝜶𝟐) 𝜷(𝜶𝟑) 𝜷(𝜶𝟒) 

DAX 0.4013 0.4059 0.4048 0.4004 

Tadawul All Share 0.1768 0.1225 0.1002 0.0733 

Merval 1.5989 1.6375 1.6516 1.6736 

ASX 200 0.1555 0.1666 0.1707 0.1756 

Bovespa 0.6291 0.6151 0.6059 0.5924 

TSX 0.1336 0.1396 0.1439 0.1543 

KOSPI 0.3205 0.3240 0.3342 0.3605 

Dow Jones 30 0.2434 0.2748 0.2892 0.3114 

Nasdaq 100 0.6196 0.6382 0.6464 0.6611 

Nasdaq 0.4771 0.4917 0.4994 0.5138 

CAC 40 0.0767 0.0491 0.0377 0.0262 

BSE Sensex 0.8634 0.8761 0.8832 0.8975 

Nifty 50 0.8750 0.8708 0.8646 0.8521 

FTSE MIB -0.1843 -0.2488 -0.2762 -0.3139 

IDX Composite 1.1319 1.0851 1.0672 1.0520 

Nikkei 225 0.2116 0.2378 0.2407 0.2332 

IPC 0.6606 0.6522 0.6436 0.6268 

FTSE 100 0.1513 0.1450 0.1404 0.1342 

MOEX 0.6043 0.6311 0.6431 0.6595 

RTSI 0.1567 0.1716 0.1790 0.1910 

FTSE/JSE Top 40 0.6306 0.6587 0.6769 0.7115 

Sudáfrica 40 0.6851 0.6940 0.6976 0.7034 

BIST 100 0.7432 0.7263 0.7203 0.7169 

Eurostoxx 50 -0.1204 -0.0962 -0.0875 -0.0756 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 7 presenta el riesgo sistemático de los rendimientos de los índices del portafolio. 

Los riesgos sistemáticos, en general, un comportamiento monótono creciente o decreciente, excepto 

el DAX y el Nikkei 225.  El DAX tiene un riesgo sistemático moderado, es decir, 0 < 𝛽(𝛼4) < 𝛽(𝛼1) <

𝛽(𝛼3) < 𝛽(𝛼2) < 1, una medida de riesgo moderada, y un rendimiento esperado mayor que el 

rendimiento del bono libre de riesgo y menor que el rendimiento esperado del portafolio de mercado, 

es decir, 𝑟0 < E(𝑟𝑘) < E(𝑟𝑚). El Nikkei 225 tiene un riesgo sistemático moderado y creciente en las 

diversificaciones α-estables, es decir, 𝛽(𝛼1) < 𝛽(𝛼2) < 𝛽(𝛼3), pero con 𝛽(𝛼4) < 𝛽(𝛼2), es decir, 0 <

𝛽(𝛼1)0 < 𝛽(𝛼4) < 𝛽(𝛼2) < 𝛽(𝛼3) < 1, una medida de riesgo moderada, y un rendimiento esperado 

mayor que el bono libre de riesgo y menor que el rendimiento de mercado, es decir, 𝑟0 < E(𝑟𝑘) <

E(𝑟𝑚). El FTSE MIB y el Eurostoxx 50 presentan un riesgo sistemático elevado y un rendimiento 

esperado menor que el rendimiento del bono libre de riesgo, es decir, E(𝑟𝑘) < 𝑟0. El FTSE MIB tiene 

un riesgo sistemático elevado, es decir, 0 > 𝛽(𝛼1) > ⋯ > 𝛽(𝛼4), una medida de riesgo elevada, y un 

rendimiento esperado menor que el del bono libre de riesgo, es decir, E(𝑟𝑘) < 𝑟0. El Eurostoxx 50 

tiene un riesgo sistemático elevado y creciente, es decir, 𝛽(𝛼1) < ⋯ < 𝛽(𝛼4) < 0, una medida de 

riesgo elevada, y un rendimiento esperado menor que el del bono libre de riesgo, es decir, E(𝑟𝑘) < 𝑟0. 

El Merval y el IDX Composite presentan un riesgo sistemático elevado y un rendimiento esperado 
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mayor que el rendimiento del bono libre de riesgo. El Merval tiene un riesgo sistemático elevado y 

creciente, es decir, 1 < 𝛽(𝛼1) < ⋯ < 𝛽(𝛼4), una medida de riesgo elevada, y un rendimiento 

esperado mayor que el rendimiento esperado del portafolio de mercado, es decir, E(𝑟𝑘) > E(𝑟𝑚). El 

IDX Composite tiene un riesgo sistemático elevado y creciente, es decir, 1 < 𝛽(𝛼1) < ⋯ < 𝛽(𝛼4), una 

medida de riesgo elevada, y un rendimiento esperado mayor que el rendimiento esperado del 

portafolio de mercado, es decir, E(𝑟𝑘) > E(𝑟𝑚). Los índices restantes presentan, en general, un riesgo 

sistemático moderado y monótono creciente o decreciente, es decir,  0 < 𝛽(𝛼𝑘) < 1, una medida de 

riesgo moderada, y un rendimiento esperado mayor que el rendimiento del bono libre de riesgo y 

menor que el rendimiento esperado del portafolio de mercado, es decir, 𝑟0 < E(𝑟𝑘) < E(𝑟𝑚). 

 

3.1.5 Portafolio óptimo α-estable sin ventas en corto 

 

La asignación óptima de recursos del portafolio óptimo sin ventas en corto en función del índice de 

Sharpe máximo es presenta en el Cuadro 8. 

 

Cuadro 8. Portafolio óptimo sin ventas en corto 

Índice 𝒘(𝜶𝟏) 𝒘(𝜶𝟐) 𝒘(𝜶𝟑) 𝒘(𝜶𝟒) 

DAX 0.034263 0.034262 0.034255 0.027778 

Tadawul All Share 0.012402 0.012401 0.012396 0.004257 

Merval 0.142798 0.142766 0.142660 0.082580 

ASX 200 0.019030 0.019028 0.019023 0.025389 

Bovespa 0.048061 0.048060 0.048056 0.040663 

TSX 0.017632 0.017631 0.017627 0.025130 

KOSPI 0.031490 0.031489 0.031486 0.036933 

Dow Jones 30 0.028113 0.028108 0.028091 0.000111 

Nasdaq 100 0.053189 0.053184 0.053169 0.068725 

Nasdaq 0.042322 0.042315 0.042293 0.000115 

CAC 40 0.009413 0.009412 0.009409 0.004180 

BSE Sensex 0.071634 0.071644 0.071679 0.077481 

Nifty 50 0.067988 0.068000 0.068040 0.083335 

FTSE MIB 0.000459 0.000459 0.000458 0.000007 

IDX Composite 0.084415 0.084450 0.084564 0.117948 

Nikkei 225 0.022840 0.022838 0.022832 0.023114 

IPC 0.050617 0.050621 0.050633 0.082769 

FTSE 100 0.016320 0.016319 0.016315 0.031063 

MOEX 0.053069 0.053063 0.053041 0.031618 

RTSI 0.020038 0.020032 0.020013 0.000090 

FTSE/JSE Top 40 0.057011 0.057018 0.057042 0.095787 

Sudáfrica 40 0.056392 0.056399 0.056424 0.094268 

BIST 100 0.057423 0.057421 0.057416 0.046529 

Eurostoxx 50 0.003080 0.003080 0.003079 0.000128 

E(Π) 0.000498 0.000498 0.000498 0.000487 

𝛾Π 0.000005 0.000020 0.000041 0.004374 
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𝜌Π 101.063169 24.882857 12.248652 0.111334 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 8 presenta la diversificación de recursos óptimos sin ventas en corto. Las 

diversificaciones presentan, en general, un comportamiento monótono creciente o decreciente, 

excepto el ASX 200, el TSX, el KOSPI, el Nasdaq 100, el Nikkei 225 y el FTSE 100 que presentan un 

comportamiento decreciente en las diversificaciones con distribuciones α-estables, pero 𝑤(𝛼4) >

𝑤(𝛼1), es decir, tienen una diversificación óptima sin ventas en corto 𝑤(𝛼4) > 𝑤(𝛼1) > 𝑤(𝛼2) >

𝑤(𝛼3). El rendimiento esperado del portafolio de mercado es mayor que el rendimiento esperado del 

portafolio sin ventas en corto, y tiene un comportamiento monótono decreciente, es decir, E(Π(𝛼1)) 

es el rendimiento esperado máximo. La medida de riesgo del portafolio sin ventas en corto es mayor 

que la medida de riesgo del portafolio de mercado y presenta un comportamiento monótono 

creciente, es decir, la medida de riesgo mínima es 𝛾Π(𝛼1). El índice de Sharpe del portafolio sin ventas 

en corto es menor que el del portafolio de mercado, y presenta un comportamiento monótono 

decreciente, es decir,  el índice de Sharpe máximo es 𝜌Π(𝛼1). Concluyendo que el portafolio sin ventas 

en corto mejora la medida de riesgo del portafolio de mercado, pero no logra mejorar el rendimiento 

esperado del portafolio de mercado y tampoco el índice de Sharpe del portafolio de mercado. 

Entonces, el portafolio de Tobin (1958) minimiza el riesgo, incrementa el rendimiento esperado y 

maximiza el índice de Sharpe con respecto al portafolio de Markowitz (1952). Por lo tanto, el 

portafolio de Tobin (1958) es el más eficiente en el contexto de la relación rendimiento y riesgo. La 

frontera eficiente del portafolio sin ventas en corto con el parámetro 𝛼1 es presentada en la Gráfica 

2. 

Gráfica 2. Frontera eficiente del portafolio α1-estable sin ventas en corto 
Fuente: Elaboración propia 

 

La Gráfica 2 presenta la frontera eficiente del portafolio α1-estable sin ventas en corto. El 

riesgo de los índices oscila entre 1.05E-5 y 2.14E-5. El rendimiento esperado de los índices oscila 

entre -1.24E-4 y 10.1E-04. Las menores volatilidades son de TSX, Dow Jones 30, ASX 200, FTSE 100. 

Las mayores volatilidades son de Bovespa, MOEX, Merval, RTSI. Los índices con los menores 

rendimientos esperados son de FTSE MIB (negativo), Eurostoxx 50, CAC 40, Tadawul All Share. Los 

mayores rendimientos esperados son de Nifty 50, BSE Sensex, IDX Composite, Merval. El Merval 

supera el rendimiento de la frontera eficiente con un rendimiento esperado de 1.01E-03, pero una 
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volatilidad 2.13E-05. La frontera eficiente del portafolio sin ventas en corto con el parámetro 𝛼2 es 

presentada en la Gráfica 3. 

 

Gráfica 3. Frontera eficiente del portafolio α2-estable sin ventas en corto 
Fuente: Elaboración propia 

 

La Gráfica 3 presenta la frontera eficiente del portafolio α2-estable sin ventas en corto. El 

riesgo de los índices oscila entre 4.33E-5 y 8.82E-5. El rendimiento esperado de los índices oscila 

entre -1.24E-4 y 10.1E-04. Las volatilidades tienen un comportamiento similar que la frontera 

eficiente del portafolio α1-estable, excepto para los índices DAX, Sudáfrica 40, CAC 40, Eurostoxx 50, 

Tadawul All Share, BSE Sensex, Nikkei 225 porque en la frontera eficiente del portafolio α2-estable, 

el Sudáfrica 40 es menos volátil que el DAX, el Eurostoxx 50 es menos volátil que el CAC 40, el 

Tadawul All Share es más volátil que el Nikkei 225, y éste es más volátil que el BSE Sensex. El Merval 

supera el rendimiento de la frontera eficiente con el mismo rendimiento esperado, pero una 

volatilidad 8.62E-05. Concluyendo que la frontera eficiente α1-estable tiene menor riesgo que la 

frontera eficiente α2-estable. La frontera eficiente del portafolio sin ventas en corto con el parámetro 

𝛼3 es presentada en la Gráfica 4. 

Gráfica 4. Frontera eficiente del portafolio α3-estable sin ventas en corto 
Fuente: Elaboración propia 
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La Gráfica 4 presenta la frontera eficiente del portafolio α3-estable sin ventas en corto. El 

riesgo de los índices oscila entre 8.88E-05 y 18.1E-05. El rendimiento esperado de los índices 

también oscila entre -1.24E-4 y 10.1E-04. Las volatilidades tienen un comportamiento similar que las 

fronteras eficientes α1-estable o α2-estable, excepto para los índices Dow Jones 30, ASX 200, IDX 

Composite, Sudáfrica 40, FTSE/JSE Top 40 porque en la frontera eficiente del portafolio α3-estable el 

ASX 200 es menos volátil que el Dow Jones 3, el IDX Composite es más volátil que el FTSE/JSE Top 40 

y el Sudáfrica 40. El Merval supera el rendimiento de la frontera eficiente con el mismo rendimiento 

esperado, pero una volatilidad 17.5E-05. Concluyendo que la frontera eficiente α2-estable tiene 

menor riesgo que la frontera eficiente α3-estable. La frontera eficiente (gaussiana) del portafolio sin 

ventas en corto con el parámetro 𝛼4 es presentada en la Gráfica 5. 

Gráfica 5. Frontera eficiente del portafolio α4-estable sin ventas en corto 
Fuente: Elaboración propia 

 

La Gráfica 5 presenta la frontera eficiente del portafolio α4-estable (gaussiano) sin ventas en 

corto. El riesgo de los índices oscila entre 1.10E-02 y 2.27E-02. El rendimiento esperado de los índices 

oscila entre -1.24E-4 y 10.1E-04. Las volatilidades tienen un comportamiento similar que las 

fronteras eficientes α1-estable, α2-estable o α2-estable, excepto para los índices ASX 200, TSX, Nasdaq, 

KOSPI, Eurostoxx 50, IDX Composite, FTSE MIB, Tadawul All Share porque en la frontera eficiente del 

portafolio α4-estable el ASX 200 es menos volátil que el Dow Jones 30 y que el TSX, el Nasdaq es 

menos volátil que el KOSPI, el Eurostoxx 50 es menos volátil que el IDX Composite, el FTSE MIB es 

menos volátil que el Tadawul All Share. El Merval supera el rendimiento de la frontera eficiente con 

el mismo rendimiento esperado, pero una volatilidad 2.14E-02. Concluyendo que la frontera eficiente 

α3-estable tiene menor riesgo que la frontera eficiente α4-estable (gaussiana). Por lo tanto, la frontera 

eficiente del portafolio α1-estable es menos volátil que los otros portafolios. La volatilidad de los 

índices es presentada en el Cuadro 9. 

 

Cuadro 9. Volatilidad de los índices 

Índice 𝜸𝒌𝒌(𝜶𝟏) 𝜸𝒌𝒌(𝜶𝟐) 𝜸𝒌𝒌(𝜶𝟑) 𝝈(𝜶𝟒) 

DAX 0.000014 0.000055 0.000113 0.013884 

Tadawul All Share 0.000015 0.000062 0.000128 0.016326 

Merval 0.000021 0.000086 0.000175 0.021418 

ASX 200 0.000011 0.000044 0.000089 0.010984 
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Bovespa 0.000018 0.000073 0.000148 0.018121 

TSX 0.000010 0.000043 0.000089 0.011098 

KOSPI 0.000013 0.000052 0.000107 0.013376 

Dow Jones 30 0.000011 0.000044 0.000090 0.011287 

Nasdaq 100 0.000013 0.000054 0.000110 0.013610 

Nasdaq 0.000013 0.000053 0.000108 0.013326 

CAC 40 0.000014 0.000056 0.000115 0.014186 

BSE Sensex 0.000015 0.000060 0.000123 0.015299 

Nifty 50 0.000014 0.000059 0.000121 0.015027 

FTSE MIB 0.000016 0.000064 0.000130 0.016041 

IDX Composite 0.000013 0.000055 0.000113 0.014030 

Nikkei 225 0.000015 0.000061 0.000125 0.015477 

IPC 0.000012 0.000050 0.000103 0.012745 

FTSE 100 0.000011 0.000046 0.000095 0.011761 

MOEX 0.000019 0.000078 0.000162 0.020556 

RTSI 0.000021 0.000088 0.000181 0.022713 

FTSE/JSE Top 40 0.000014 0.000055 0.000112 0.013768 

Sudáfrica 40 0.000014 0.000055 0.000112 0.013655 

BIST 100 0.000017 0.000070 0.000142 0.017342 

Eurostoxx 50 0.000014 0.000056 0.000114 0.014029 

Fuente: Elaboración propia 

 

El Cuadro 9 presenta las volatilidades de los índices en función de los parámetros de 

estabilidad. Las volatilidades presentan un comportamiento monótono creciente, es decir, 𝛾𝑘𝑘(𝛼1) es 

la volatilidad mínima. Las volatilidades de los índices para el parámetro α1 oscilan entre 0.000010 y 

0.000021. Las volatilidades de los índices para el parámetro α2 oscilan entre 0.000043 y 0.000088. 

Las volatilidades de los índices para el parámetro α3 oscilan entre 0.000089 y 0.000181. Las 

volatilidades gaussianas de los índices para el parámetro α4 oscilan entre 0.010984 y 0.022713. Los 

portafolios α-estables presentan mayor aversión al riesgo que los portafolios gaussianos, por lo tanto, 

son más eficientes en el contexto del índice de Sharpe. 

 

3.2 Análisis de sensibilidad 
 

La matriz de covariación es una función que depende del parámetro de estabilidad. La asignación 

óptima depende de la inversa de la matriz de covariación, el rendimiento esperado del portafolio 

depende de la asignación óptima, la medida de riesgo del portafolio depende de la asignación óptima 

y de la matriz de covariación, el índice de Sharpe depende del rendimiento esperado del portafolio y 

de la medida de riesgo, por lo tanto, el cambio proporcional de la asignación óptima, el rendimiento 

esperado, la medida de riesgo y el índice de Sharpe con respecto al cambio proporcional en el 

parámetro de estabilidad es relevante para los portafolios óptimos. 

Las asignaciones óptimas del portafolio de Markowitz son monótonas crecientes o 

decrecientes, excepto los índices DAX, Merval, FTSE MIB que tienen asignaciones óptimas cóncavas 

y los índices Dow Jones 30 y Nifty 50 que tienen asignaciones óptimas convexas. Las asignaciones 
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óptimas del portafolio de Tobin son monótonas crecientes o decrecientes, excepto los índices Nasdaq 

y BIST 100 que tienen asignaciones óptimas cóncavas y los índices Dow Jones 30, Nifty 50, IPC y FTSE 

100 que tienen asignaciones óptimas convexas. Las asignaciones óptimas del portafolio de Mercado 

son monótonas crecientes o decrecientes, excepto los índices Merval, Nasdaq y BIST 100 que tienen 

asignaciones óptimas cóncavas y los índices Dow Jones 30, Nasdaq 100, Nifty 50 y FTSE 100 que 

tienen asignaciones óptimas convexas. El rendimiento esperado de los portafolios es presentado en 

la Gráfica 6. 

Gráfica 6. Rendimiento esperado 
Fuente: Elaboración propia 

 

La Gráfica 6 presenta el rendimiento esperado en función del parámetro de estabilidad. El 

rendimiento esperado del portafolio óptimo de Markowitz es monótono creciente. El rendimiento 

esperado del portafolio óptimo de Tobin es cóncavo y presenta un mínimo en α=1.82, 

aproximadamente. El rendimiento esperado del portafolio óptimo de mercado es monótono 

decreciente. La medida de riesgo y el índice de Sharpe de los portafolios son presentados en la Gráfica 

7. 

Gráfica 7. Medida de riesgo e índice de Sharpe 
Fuente: Elaboración propia 

 

La Gráfica 7  presenta la medida de riesgo y el índice de Sharpe en función del parámetro de 

estabilidad. La medida de riesgo es monótona creciente y la medida de riesgo mínima es del 
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portafolio óptimo de Tobin. El índice de Sharpe de los portafolios es monótona decreciente y el índice 

máximo es del portafolio de Tobin. Por lo tanto, el portafolio con mejor desempeño en el contexto del 

índice de Sharpe es el de Tobin. 

El análisis de la asignación óptima de recursos en los índices bursátiles del G20 es una fuente 

de inversión importante porque las representa a las acciones más bursátiles de países del G20 y una 

posible solución de la crisis, por lo tanto, la inversión óptima en estos índices permite obtener 

rendimientos superiores a la tasa de interés libre de riesgo y colaborar con las propuestas del G20. 

 

4. Conclusiones 
 

Los estadísticos descriptivos de los rendimientos de los índices del G20 indican que los rendimientos 

son leptocúrticos y asimétricos, entonces, son realizadas las estimaciones de los parámetros de 

estabilidad, asimetría, escala y localización, así como los ajustes de los rendimientos a las 

distribuciones α-estables. 

El supuesto gaussiano de los 25 rendimientos analizados es rechazado con la prueba de 

bondad de ajuste Anderson y Darling y 24 de los 25 rendimientos de los índices analizados no 

rechazan la hipótesis α-estable, entonces, los procesos α-estables aplicados al problema de 

minimización del riesgo son pertinentes y están justificados estadísticamente. 

La matriz de covariación es el fundamento para calcular las asignaciones óptimas de los 

portafolios de Markowitz, Tobin, de mercado, y sin ventas en corto, así como los indicadores de riesgo 

sistemático, y las volatilidades, concluyendo que los portafolios α-estables son más eficientes que los 

portafolios gaussianos en el contexto del índice de Sharpe. 

Las distribuciones α-estables son estadísticamente pertinentes para modelar rendimientos 

leptocúrticos y asimétricos, pero la aplicación de estos modelos en la práctica está restringida a las 

distribuciones α-estables marginales y existen programas para estimar parámetros y calcular 

densidades, distribuciones y cuantiles. Las distribuciones α-estables conjuntas son parcialmente 

aplicables porque para el caso bivariado existen métodos para estimar parámetros y calcular 

densidades, pero la complejidad incrementa dimensiones superiores, por lo tanto, se aplicó un 

análisis de sensibilidad. 

El análisis de sensibilidad muestra que el parámetro de estabilidad tiene influencia en la 

matriz de covariación, entonces, en la asignación óptima de recursos, el rendimiento esperado, la 

medida de riesgo y el índice de Sharpe de los portafolios óptimos de Markowitz, Tobin, de mercado 

y sin ventas en corto, así como en los indicadores de riesgo sistemático concluyendo que el portafolio 

óptimo de Tobin es el más eficiente. 

Una de las desventajas de los portafolios α-estables es que a diferencia de los portafolios 

gaussianos no tienen un parámetro de estabilidad único, entonces, es realizado un análisis de 

sensibilidad desde el mínimo de los parámetros de estabilidad de los rendimientos de los índices 

estudiados hasta la distribución gaussiana, comparando los resultados de los portafolios α-estables 

con los portafolios gaussianos. 

El análisis realizado indica que los portafolios α-estables presentan mayor aversión al riesgo 

y mayor rendimiento esperado que los portafolios gaussianos, pero los resultados también tienen 
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congruencia en el sentido del comportamiento de la asignación óptima de recursos, rendimiento 

esperado, medida de riesgo, eficiencia y riesgo sistemático. 

El análisis α-estable es más laborioso que el análisis gaussiano, pero los resultados son 

estadísticamente significativos y se observa que los portafolios α-estables son más eficientes. Una 

ventaja de los portafolios α-estables es que el valor en riesgo (VaR) y el valor en riesgo condicional 

(CVaR) está justificado para la valuación de las pérdidas potenciales con la desventaja de que el 

análisis es más laborioso, pero estadísticamente significativo. 

Una propuesta para simplificar los resultados del análisis de sensibilidad es observar el 

comportamiento de la asignación óptima, rendimiento esperado, medida de riesgo, índice de Sharpe, 

indicadores de riesgo sistemático y presentar únicamente el portafolio α-estable promedio porque 

pondera el parámetro de estabilidad del portafolio y realizar la comparación con el portafolio 

gaussiano. 

 

 

Referencias 
 

[1] Broda, S. A., Krause, J.  y Paolella, M. (2018). Approximating expected shortfall for heavy-tailed 

distributions, Econometrics and Statistics, 8: 184-203. https://doi.org/10.1016/j.ecosta.2017.07.003. 

[2] Bianchi, M. L., Rachev, S. T. y Fabozzi, F. J. (2016). Calibrating the Italian Smile with Time-Varying 

Volatility and Heavy-Tailed Models. Computational Economics, 51: 339-378. 

https://doi.org/10.1007/s10614-016-9599-7. 

[3] Bianchi, M. L., Stoyanov, S. V., Luca, T. G., Fabozzi, F. J. y Focardi, M. S., (2019). A Portfolio Selection 

Analysis with Non-Gaussian Models, en Handbook of Heavy-Tailed Distributions in Asset Management 

and Risk Management, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., Capítulo 10, 433-461. 

https://doi.org/10.1142/9789813276208_0010. 

[4] Chi, G. y Ren, X. (2020). Multi-objective loan portfolio optimization model based on stable distribution. 

Xitong Gongcheng Lilun Yu Shijian System Engineering Theory and Practice, 40(4): 905-914. 

https://doi.org/10.12011/1000-6788-2018-2171-10. 

[5] Climent Hernández, J. A. y Venegas Martínez, F. (2013). Valuación de opciones sobre subyacentes con 

rendimientos α-estables, Contaduría y Administración, 58(4): 119-150. 

https://doi.org/10.1016/S0186-1042(13)71236-1. 

[6] Climent Hernández, J. A., Venegas Martínez, F. y Ortiz Arango, F. (2015). Portafolio óptimo y productos 

estructurados en mercados α-estables: un enfoque de minimización de riesgo, Revista Nicolaíta de 

Estudios Económicos, X(2): 81-106. http://rnee.umich.mx/index.php/RNEE/article/view/204. 

[7] Climent Hernández, J. A. (2017). Portafolios de dispersión mínima con rendimientos log-estables. 

Revista Mexicana de Economía y Finanzas, 12(2): 49-69. https://doi.org/10.21919/remef.v12i2.90. 

[8] Contreras Piedragil, C. E. y Venegas Martínez, F. (2011). Valuación de opciones sobre activos 

subyacentes con distribuciones estables. Estocástica: Finanzas y Riesgos, 1(1): 55-71. 

[9] Fama, E. (1963). Mandelbrot and the stable paretian hypothesis, Journal of Business, 36(4): 420-429. . 

https://doi.org/10.1086/294633. 

[10] Fama, E. (1965a). Portfolio analysis in a stable paretian market, Management Science, 11(3): 404-419. 

https://doi.org/10.1287/mnsc.11.3.404. 

[11] Fama, E. (1965b). The behavior of stock market prices, Journal of Business, 38(1): 34-105. 

https://doi.org/10.1287/mnsc.11.3.404. 



 
28 

 

 

REMEF (The Mexican Journal of Economics and Finance) 
Portafolios α-estables del G20: Evidencia empírica con Markowitz, Tobin y CAPM 

[12] Giacometti, R., Bertocchi, M., Rachev, S. T., y Fabozzi, F. J. (2007). Stable distributions in the Black-

Litterman allocation approach to asset. Quantitative Finance, 7(4): 423-433. 

https://doi.org/10.1080/14697680701442731. 

[13] Gong, X. y Zhuang, X. (2017). Measuring financial risk and portfolio reversion with time changed 

tempered stable Lévy processes, North American Journal of Economics and Finance, 40: 148-159. 

http://dx.doi.org/10.1016/j.najef.2017.02.005. 

[14] Krężołek, D. (2015). The application of alpha-stable distributions in portfolio selection problem - the 

case of metal market, Studia Ekonomiczne, 247: 57-68. 

[15] Lintner, J. (1965). The valuation of risk assets and the selection of risky investments in stock portfolios 

and capital budgets, Review of Economics and Statistics, 47(1): 13-37. https://doi.org/10.1016/B978-

0-12-780850-5.50018-6 

[16] Mandelbrot, B. (1963). The variation of certain speculative prices, Journal of Business, 36(4): 394-419. 

[17] Mandelbrot, B. y Taylor, H. M. (1967). On the distribution of stock price differences, Operations 

Research, 15(6): pp. 1057-1062.https://doi.org/10.1287/opre.15.6.1057. 

[18] Markowitz, H. (1952). Portfolio Selection, The Journal of Finance, 7(1): 77-91. 

[19] Mossin, J. (1966). Equilibrium in a capital asset market, Econometrica: Journal of the econometric 

society, 34: 768-783. https://doi.org/10.2307/1910098. 

[20] Ortobelli, S. L., Huber, I. y Schwartz, E. S. (2002). Portfolio selection with stable distributed returns, 

Mathematics Methods of Operations Research, 55: 265-300. https://doi.org/10.1007/s001860200182. 

[21] Ortobelli, S. L., Rachev, S. y Schwartz, E. S. (2004). The problem of optimal asset allocation with stable 

distributed returns, Stochastic Processes and Functional Analysis, 238: 295-347. 

https://doi.org/10.1007/s001860200182. 

[22] Ortobelli, S. L., Biglova, A., Huber, I., Racheva B. y Stoyanov, S. (2005). Portafolio choice with heavy 

tailed distributions, Journal of Concrete and Applicable Mathematics, 3(3): 353-376. 

[23] Samorodnitsky, G. y M. Taqqu (1994). Stable Non-Gaussian Random Processes: Stochastic Models with 

Infinite Variance. First edition. Chapman and Hall. 

[24] Sánchez Arzate, G. (2019). Portafolios con distribuciones alpha estables. Instituto Politécnico Nacional. 

México. 

[25] Sharpe, W. F. (1964). Capital asset prices: A theory of market equilibrium under conditions of risk, The 

Journal of Finance, 19(3): 425-442.https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1964.tb02865.x. 

[26] Tobin, J. (1958). Liquidity preference as behavior towards risk, The Review of Economic Studies, 25(2): 

65-86. https://doi.org/10.2307/2296205. 

[27] Venegas Martínez, F. (2008). Riesgos financieros y económicos: productos derivados y decisiones 

económicas bajo incertidumbre, Cengage Learning Latin America. Segunda edición. ISBN: 978-607-

481-369-2. 

[28] Wesselhöfft, N., Härdle, W. K. (2020). Risk-Constrained Kelly portfolios under alpha-stable laws. 

Computational Economics, 55: 801-826. https://doi.org/10.1007/s10614-019-09913-y. 

[29] Zagst, R., Reuss, A., Olivares, P. y Seco, L. (2016). Risk management and portfolio selection using -

stable regime switching models, Applied Mathematical Sciences, 10: 549-582. 

http://dx.doi.org/10.12988/ams.2016.512722. 

 


