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Abstract 
In this paper three models of stochastic processes a re tested both in terms of econometric fit 

and of their predictive power for the prices for derivatives traded in the Mexican derivatives 

market (MexDer). The asset studied is the Mexican Stock Exchange Index. The model 
proposed in the paper includes Poisson jumps, truncated Fréchet distributions and coherent 

measures of risk, as well as stochastic volatility. This model shows the best econometric fit and 

also the best predictive power, specia lly in 2006 , when Puts are much more exp ensive than 
Black Scholes or a stochastic volatility CIR model predict . This paper has very important 

implications for compensation chambers and in the risk managemer..t of portafolios similar in 

structure to the index of t he Mexican stock market. 

Resumen 
En este trabajo se calibra y se compara el desempeño de una familia de 3 modelos de procesos 
estocásticos con el fin de valuar un call y un put europeos sobre el índice de la Bolsa Me

xicana de Valores (BMV). Los modelos van desde el clásico modelo de Merton-Black-Scholes 

hasta modelos con volatilidad estocástica y procesos de difusión estilo Poisson , cuyos saltos 
tienen distribución tipo Fréchet truncada. Se concluye que un modelo con volatilidad es

tocástica estilo CIR (que asegura que la varianza sea siempre positiva) junto con un proceso 

estocástico para el subyacente que incluye procesos estocásticos de Poisson con saltos cuya 
distribución es tipo Fréchet (saltos tanto hacia arriba como hacia abajo, y con la posibilidad 

de ser asimétricos) mostrará ser un modelo que permite explicar comportamientos múltiples 

para el volatility-smile tanto para un cal! como de un put europeos . Las distribuciones de 

Fréchet-Weibull se asocian a eventos extremos. Por ello, en este trabajo se utilizan dichas 
distribuciones para calibrar los modelos en los que hay procesos estocásticos tipo Poisson con 

el fin de explicar de manera más consistente el comportamiento de los precios de mercado 

observados en el período 1990-2006, particularmente en momentos de a lta volatilidad. Las 
implicaciones de este trabajo son múlt iples para fines de estimación de márgenes y primas 

en cámaras de compensación de derivados, así como para la estimación y administración de 

riesgos en portafolios similares al índice de la BMV. 
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l. Introducción 

Existe desde hace décadas un gran interés en modelos de procesos estocásti
cos que puedan describir el comportamiento de los precios de varios activos 
financieros. Los procesos estocásticos que son martingalas son de particular 
interés para la valuación de derivados. 

En un inicio se intentó describir a los precios de los activos mediante el 
supuesto de que los lag-rendimientos tienen distribución normal. Esto implica 
que es posible encontrar los parámetros relevantes mediante regresiones por 
mínimos cuadrados o maximización de la función de verosimilitud. Eventual
mente, mediante el ajuste y análisis econométrico de múlt iples series de tiempo 
de activos financieros, se observó que en la mayoría de los casos los residuales 
de dichas regresiones most raban muchos indicios de no ser normales. Debido a 
que se viola el supuesto de los modelos de regresión en los que se asume que los 
residuales de las regresiones son normales , entonces se han propuesto otro tipo 
de modelos, entre ellos el propuesto por Bollerslev (1986): el modelo GARCH. 

En dicho modelo se asume que la volatilidad es estocástica, y que mues
t ra reversión a la media. En GARCH se hace una estimación conjunta de los 
parámetros de dos ecuaciones simultáneas: 1) la ecuación de los logrendimien
tos y 2) la ecuación de la volatilidad . Por un lado, existe evidencia en múltiples 
análisis y publicaciones de que los residuales de regresiones t ipo GARCH apli
cados a series de tiempo de alta frecuencia aún muestran exceso de kurtosis , 
sesgo y además colas asimétricas. Esto implica que los procesos GARCH son 
aún insuficientes para modelar correctamente los procesos estocásticos, pues 
uno de los supuestos en las regresiones tipo GARCH es que los residuales de 
ambas regresiones son normales . Est e supuesto se viola la mayoría de las veces 
en las series de tiempo de múltiples activos financieros. Esto se ha intentado 
corregir con otro tipo de regresiones, como las tipo TARCH y EGARCH, que 
permiten asimetría en la distribución de probabilidad. Sin embargo, estos mo
delos siguen fallando en lo referente a la normalidad de los residuales. En este 
trabajo se propone un método de medición econométrica distinto al de regresión 
tradicional tipo TARCH o EGARCH. 

Por otro lado, se ha t ratado de explicar el precio de un derivado mediante 
distint as propuestas de procesos estocásticos que son martingalas. Black y 

· Scholes asumen que la distribución de probabilidad de los lag-rendimientos in
finitesimales de un activo es normal con media (µ - ~0" 2 ) dt y volatilidad O"Vdt. 
Esto implica que la fdp del precio del subyacente en el futuro se distribuye 
como lognormal. Este supuesto en el modelo de Black-Scholes no puede ex
plicar correctamente los precios de mercado de derivados . En específico, B-S 
no puede explicar las volatilidades implícitas que se observan en el mercado. 
Esto se debe primordialmente a que, en la realidad, la fdp de los logrendimien
tos infinitesimales no es normal. P ara corregir este problema se han propuesto 
modelos con volatilidad estocástica (ent re ellos los tipo GARCH), modelos con 
saltos deterministas, modelos con saltos estocásticos y mezclas de éstos. Nelson 
(1990) muestra la relación entre los procesos GARCH y los procesos de difusión 
con saltos. Se advierte que un proceso de difusión con saltos provoca sesgos en 
las estimaciones GARCH y genera residuales no normales. Bates (1996) , por 
ejemplo, muestra que para el tipo de cambio marco alemán-dólar el proceso que 
mejor describe los precios de mercado de derivados ent re 5 modelos de procesos 
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estocásticos distintos es una mezcla de un proceso browniano con volatilidad es
tocástica con ecuación funcional tipo Cox-Ingersol-Ross (CIR) , más un proceso 
de Poisson para describir los saltos , y asume que sólo hay saltos hacia arriba y 
que éstos se distribuyen como una lognormal. Estos supuestos producen colas 
anchas y asimétricas debido tanto a la volatilidad estocástica como al proceso 
de Poisson. 

En la mayoría de los artículos publicados sobre procesos estocásticos con 
saltos de Poisson suele asumirse adicionalmente que la distribución de proba
bilidad de la magnitud de los saltos es de tipo lognormal. Este supuesto hace 
posible encontrar soluciones cerradas para los precios de ciertos derivados bajo 
estos procesos estocásticos, y suelen implicar sumatorias infinitas de Calls (o 
Puts) a la Black-Scholes (ver Merton, 1996) . En este trabajo no se asumirá 
que los saltos son únicamente hacia arriba, y con distribución lognormal (tal 
y como propone Bates en 1996 para explicar colas anchas y asimétricas para 
la distribución de los log-rendimientos), sino que hay saltos tanto hacia arri
ba como hacia abajo, y cuyas distribuciones de probabilidad pertenecen a la 
familia de distribuciones de probabilidad derivadas de la teoría de valores ex
tremos. Además, el modelo propuesto incluye también volatilidad estocástica. 
Esto se hace con la finalidad de unir a las teorías de valuación de derivados, de 
la volatilidad estocástica, de valores extremos, de martingalas equivalentes y de 
medidas coherentes de riesgo. 

Se compararán además los precios teóricos que predicen los 3 modelos de 
procesos estocásticos con los precios observados en la realidad en el mercado de 
derivados sobre el indice de la BMV, y se explorará también a los modelos desde 
el punto de vista de parsimonia, bondad de ajuste y pruebas de normalidad para 
los residuales. El problema que se tiene para hacer el ajuste a los precios de 
mercado es que el mercado de derivados en México comenzó a operar apenas 
en marzo del 2004, y sólo se han emit ido 3 familias de derivados (marzo, junio, 
septiembre de 2004) hasta la fecha en la que se realizó dicha búsqueda. En 
2004-2006 se vive un ambiente de volatilidad baja, así como de tasas de interés 
relativamente bajas y estables. Es posible que esto no se mantenga así en el 
futuro y, por ello , el análisis de esta trabajo desde el punto de vista de ajuste a 
las observaciones de precios de mercado será limitado debido a la falta de datos. 

1.1 Marco Teórico 

Existen teorías ideadas por los economistas "behaviouralists" que pueden ex
plicar el hecho de que los rendimientos no sean normales . En el libro de Neil 
Johnson ("Financia! Market Complexity", 2003) se detalla cómo modelar una 
economía partiendo del supuesto de que existen muchos individuos distintos que 
interactúan entre sí en un mercado virtual modelado y simulado en una com
putadora. En particular hay evidencia de que el agente promedio en el mercado 
difiere en mercados alcistas y en mercados bajistas, tal y como se puede in
ferir del artículo de Kim, M. y Ismail, B. (1998). Esto explica la asimetría 
de la distribución de probabilidad de los log-rendimientos y, por lo tanto , que 
la aversión al riesgo del inversionista " promedio" difiere en mercados alcistas 
(bull) o mercados bajistas (bear). 

Por otro lado, Bates (1996) , Braun (1995) y Engle (1993) han mostrado que 
las noticias no esperadas por el mercado (buenas o malas) producen saltos en los 
rendimientos que inducen no-normalidad en las distribuciones de probabilidad 
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de los logrendimientos. En este trabajo el enfoque es similar al propuesto por 
estos autores, pues se toman 3 distribuciones: una normal para explicar a la 
mayoría de los eventos, y dos distribuciones Fréchet truncadas para explicar los 
eventos extremos. Este enfoque, coherente desde el punto de vista de medición 
de riesgos, hace uso de teoremas de la teoría de valores extremos (en particular 
la condición de Von Mises, el teorema de Fisher-Tippet y otros teoremas) para 
justificar el uso de la distribución Fréchet . 

1.2 Teoría de valores extremos 

Esta teoría se ocupa de explicar desde el punto de vista teórico el uso de ciertas 
familias de funciones de distribución de probabilidad para describir los eventos 
extremos de variables aleatorias con cualquier distribución de probabilidad, y 
que cumpla con ciertas condiciones. En el libro de Embrechts , Klüppelberg y 
Mikosch se detalla la teoría de valores extremos. En particular, se detalla la 
justificación del uso de la función de Fréchet para modelar eventos extremos 
(entre varias otras funciones). 

En la parametrización Alfa (donde a = ~), la función de Fréchet es: 

(1) 

Para el caso particular de valores de gama infinitos (o valores de Alfa iguales a 
cero) se tiene entonces la función de Gumbell: 

G ( ) 
-e - (~) 

O X = e (2) 

La pregunta es ahora qué se va a definir como "máximos". Para poder hacerlo 
habrá que ordenar las observaciones que se tengan de la mayor a la menor y 
quedarnos con cierto número "k" de máximos observados, y entonces encontrar 
los parámetros de la Fréchet que mejor describen a la cola de la distribución. 
El número "k" es entonces una variable que se debe definir. Para resolver este 
problema se acude a lo siguiente: 

1.2.1 Estabilidad del máximo 

F tiene estabilidad del máximo si existen sucesiones an y bn tales que 

Para las funciones EVO, EVl y EV2 , se tiene que 

(Para la EVO: bn = logn , an = 1) 
(Para la EVl y EV2: bn = O, an = ~) 
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1.2.2 Dominio de atracción 

Una de las consecuencias de lo descrito anteriormente es que una muestra de 
variables aleatorias que sean los "máximos" de una muestra tenderá a dis
tribuirse como Fréchet si se cumple la condición de Von Mises para el dominio 
de atracción de la función de Fréchet: 

. xf(x) 
limx_,00 - -- - = a > O 

F(x) 

F(x) = 1 - F(x) (3) 

En otras palabras, hay que escoger un número de máximos que caiga en una 
zona en donde los valores de Alfa (o Gama) sean estables. Si se escoge un 
umbral demasiado alto, el número de máximos será escaso, y consecuentemente 
la cofiabilidad de la estimación baja. Si se toma un umbral demasiado bajo 
se estarán incorporando observaciones "no extremas" a las verdaderamete "ex
tremas", contaminando así los resultados de las estimaciones. Los paquetes de 
software estadístico (como el X-tremes) obtienen fácilmente diagramas donde 
se muestra el valor obtenido de a para distintos números de máximos escogidos. 
Debe escogerse entonces un número de máximos que esté en una zona en la que 
a es estable. 

1.2.3 Medidas coherentes de riesgo 

En la literatura se ha discutido sobre el concepto de medidas coherentes 
de riesgo desde hace ya tiempo. Para Markowitz (1952) el riesgo se puede 
conceptualizar como la varianza. A mayor varianza, mayor riesgo. De este 
supuesto de derivan varias teorias de valuación de activos, como el CAPM. 
El problema con esta medida del riesgo es que no es coherente pues asume, 
entre otras cosas, que la distribución de probabilidad de los rendimientos de 
los activos financieros es normal multivariado, e invariante en el tiempo. Otros 
defectos de este enfoque se mencionan posteriormente. Otro modelo popular 
de medición del riesgo es el Value-at-Risk (VaR). Se ha criticado al VaR por el 
hecho de no ser subaditivo (a menos que se utilicen modelos multivariados) . 

Acorde con Artzner (" Coherent Measures of Risk" , 1999), las medidas 
coherentes de riesgo deben de cumplir con las siguientes características: 

Sea p(x) una medida de riesgo de x (las pérdidas posibles, no confundir 
con el coeficiente de correlación). Entonces, p ( x) de be cumplir con: 

1) Subaditividad: p(x +y)::; p(x) + p(y). Es decir, que diversificar disminuye 
el riesgo. 
2) Monotonicidad: Si x ::; y, entonces p(x)::; p(y) . 
3) Homogeneidad positiva: V>.:'.'.: O,p(>.x) = >.p(x). 
4) Invarianza bajo translaciones: Para alguna constante a, p(x +a) = p(x) +a. 
Un posible ejemplo de una medida coherente de riesgo que cumple con los 4 
principios es: 

p(x) = f
00 

xf(x)dx 
lvaR.., 3 

(4) 
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Donde f(x) es la función de distribución de probabilidad de las pérdidas. En 
otras palabras, el valor que nos interesa es la pérdida esperada dado que se 
excede al VaR (o un umbral cualquiera), y no el VaR en sí rnisrno. 

En particular, en esta trabajo se estudia el caso de la función de distribución 
de Fréchet para estimar esta medida coherente de riesgo. La función de Fréchet 
funciona bien para describir los rnáxirnos de alguna muestra. Los umbrales que 
separan a los "rnáxirnos" de los "no-rnáxirnos" son los que corresponderían al 
VaR al 97.53 de certeza estadística, asumiendo que los logrendirnientos son 
normales. La siguiente gráfica muestra los umbrales que se obtuvieron: 

Gréfica l. 

-0.0 5 -------------------------- - - -- ----------- ------------- -- - - ----- -- - ----------------- --- - ------
D o-03 Dlb-Qot 00-9!5 Olo-08 Oo-97 Cllo-QS O o-Q9 00-00 Oo-01 Die-O:.? Oo-03 Ck>-04 Oo-0!5 

UrTb+I 

Sea u un umbral definido por la media+/- 1.96 veces la desviación estándard de 
los logrendirnientos diarios (tal y corno se observa en la gráfica arriba). Tenernos 
entonces a dos umbrales u - y u +, que definirán los límites a partir de los cuales 
se valuarán las colas de la distribución. Se observa que u - y u + representan 
el V aR97.53 (asumiendo Gaussianidad) para una posición corta y para una 
posición larga, respectivamente. Una vez definido este umbral se filtrarán las 
series para obtener la serie de tiempo de los rnáxirnos , de los rnínirnos y de las 
observaciones restantes, que representan el rnovirniento browniano. Una vez 
filtrados los datos se procederá a ajustar las funciones de Fréchet que mejor 
describan a los eventos extremos. Una vez encontrados los parámetros de la 
función de Fréchet se puede encontrar fácilmente el VaR al 97.53 utilizando la 
ventaja de que G tiene una función de cuantiles sencilla: 

Sea q E [O , 1]. La función de cuantiles de Fréchet para parámetros a, µ ¡ y 
a¡ es: 

(5) 

De lo que se deriva que , si q = 0.975, entonces: 

1 

VaR97 .5%Frchet = µ¡ + a¡( - ln(0 .975)) - 0 (6) 

Sea u un umbral cualquiera. La función de Fréchet hasta ese umbral es: 
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- ( u - µ f ) - " 
G(u ;a , µ¡ , <7¡) = e "! (7) 

Esta es la probabilidad de que se obtenga un brinco menor que el umbral 
preestablecido. Para normalizar a 1 la función de distribución de probabili
dad desde el umbral al infinito simplemente se divide entre 1-G(u) . Una vez 
normalizada a 1 se puede encontrar la fdp de los excedentes al umbral u y, por 
ende, poder estimar el valor esperado de las pérdidas dado que se excedió un 
umbral. Se propone entonces la siguiente medida coherente de riesgo: 

p(x) = xg(x)dx 1 ¡= 
1 - G(u;a , µ¡ , u¡) u 

(8) 

Se observa que esto no es más que: 

p(x) = E[x lx >u] (9) 

Donde x tiene distribución Fréchet truncada con límite inferior igual a u. Hay 
que recordar que u (el VaR al 97.53) se refiere a la distribución original, y 
asume Gaussianidad. No hay que confundir este VaR al 97.53 con el verdadero 
VaR al 97.53 (que debe calcularse con la distribución de Fréchet y no con 
la normal). La manera correcta de calcular la pérdida esperada dado que se 
excedió un umbral consiste en estimar con un umbral igual al V aR91.5%Frechet · 

En ese caso, G (u, a,µ¡, u¡) = O. 975. La medida coherente de riesgo es entonces: 

1
00 

p(x) = 40 xg(x)dx 
VaR97 .5% Freche t 

(10) 

El problema con esta medida es que es inconsistente con la medición economé
trica que se hizo en este trabajo. En la medición econométrica se filtraron las 
series de tiempo y se asumió que todas las observaciones con valores mayores 
al VaR Gaussiano serían asignadas como " máximos" (un porcentaje de dichas 
observaciones) . Para ser consistentes entre la medición econométrica y la si
mulación Montecarlo, la medida de riesgo debe ser la propuesta previamente: 

1 ¡= p(x) = l ( . ) xg(x)dx 
- G u , a , µ , u u 

(11) 

U = V aR97.5%Gaussiano 

Esta pérdida esperada p(x) será estimada de manera numérica. Si se conocen 
los parámetros de la distribución Fréchet se puede estimar eficientemente la 
pérdida esperada dado que se excede el umbral mediante métodos numéricos de 
integración. 
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1.3 Modelo CIR para Volatilidad Estocástica y su relación con el 
modelo GARCH(l,1) 

Debido a las propiedades de la distribución de probabilidad del modelo CIR en 
el sentido de que no es posible obtener valores negativos para el subyacente, 
se puede utilizar un modelo CIR para modelar la volatilidad estocástica (el 
comportamiento de la volatilidad es ahora similar al proceso estocástico antes 
propuesto para la tasa de interés): 

dS = µSdt + crwSdWt 

dcr~ = a(b - cr~)dt + (fowdZt 

COV(dWt , dZt) = pdt (12) 

Cox-Ingersoll-Ross encuentran una fórmula cerrada para corregir el precio de 
opciones europeas. Encuentran que, por lo general, los precios obtenidos son 
más altos que los obtenidos por Black-Scholes para plazos largos. Las únicas 
excepciones son opciones con maduración muy corta y que comiencen con un 
valor muy bajo de volatilidad. 

En el caso en el que la correlación p es cero , entonces el modelo CIR 
de volatilidad estocástica es muy parecido, mas no igual, a otro modelo muy 
utilizado: el GARCH(l,1). Willmott (en "Paul Willmott on Quantitative Fi
nance", 2000) menciona que el proceso de estimación GARCH(l ,1) desde el 
punto de vista econométrico consiste en un par de ecuaciones que definen al 
subyacente y a la volatilidad que es muy similar al propuesto aquí, y las diferen
cias son: 1) en la ecuación de la volatilidad la parte estocástica en GARCH(l,1) 
depende de cr;,, mientras que en el modelo propuesto depende de la volatilidad, 
y no del cuadrado de la misma. Esta diferencia afecta sólo a la parte estocástica 
(es decir, a los residuales de la segunda ecuación), y no afecta en el sentido de 
que la parte determinista es idéntica en ambos modelos. Es decir: asumen am
bos que la volatilidad tiende en el largo plazo al valor "b" a una velocidad "a" ; 
y 2) GARCH(l,1) asume que la covarianza entre dWt y dZt es cero, mientras 
que el modelo propuesto permite que dicha variable sea distinta de cero. 

Haciendo la sustitución de variables x = 2cr obtenemos la ecuación que rige 
el comportamiento de la volatilidad: 

Donde 
t:~N(0,1) 

ab 82 

f3o = 2 - 8 
a 

f31 = 1 - -
2 

(13) 
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2. Los Modelos 

Modelo con saltos tipo Poisson-Fréchet asimétricos hacia arriba y hacia abajo, 
con volatilidad estocástica y con correlación entre el movimiento browniano del 
subyacente y el movimiento browniano de la volatilidad. 

En los modelos que se analizan en este trabajo los primeros 2 modelos 
son casos particulares del caso 3. Los modelos 1 y 2 son casos restringidos del 
modelo 3, en donde se fuerza a que algunos de los coeficientes sean cero. Por 
esta razón, se analizará a detalle el desarrollo teórico que sustenta al modelo 3, 
pues éste sustentará también a los demás 2. 

El proceso estocástico que se analiza es el siguiente: 

dO"~ = a(b - O"~)dt + BCTwdZt 

COV(dWt, dZt) = pdt 

dWt y dZt son procesos brownianos estándard sin drift y correlación p . 
dNt+ es un proceso de difusión tipo Poisson con factor de intensidad >.. + . 
dNt- es un proceso de difusión tipo Poisson con factor de intensidad >.. - . 

(14) 

z;+ se distribuye como una Fréchet truncada con parámetros µ+, O" +,a+, y con 
umbral u+ . 
z; - se distribuye como una Fréchet truncada con parámetros µ - , O" - , a - , y con 
umbral u -

Y se sabe además que z; + y z; - sólo muestran valores excedentes a un umbral 
predefinido (deben exceder a la media en más de 1.96 desviaciones estándard). 
En otras palabras, sólo nos quedaremos con un trozo de la distribución de 
Fréchet: aquel trozo en donde se excede la media de los logrendimientos en 
1. 96 veces la desviación estándard de los logrendimientos. Para lograr una 
cobertura (hedge) más o menos perfecta debemos hacer uso del valor de la 
medida coherente de riesgo p(x) para lograr una valuación adecuada de los 
derivados. 

Cualquier función del par de ecuaciones descritas arriba cumple con el 
cálculo de Ita generalizado para incorporar brincos: 

Sea f = f (5, O"~, t). Entonces 

8f 8f 8f 
df ~ - dt + -d5 + - -2 dO"~+ 8t 85 80"w 

1 8 2 f 2 1 8 2 f 2 2 8 2 f 2 
+2 [)52d5 + 2 8(CT~,)2d(CTw) - 8500"; d5dO"w + 

+ [J(5( 1+ ev+ -1) , t)- f (5 , t) ]dN + + [f(5(1+e- v- -1) , t)- f (5 , t)]dN - (15) 
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Para el caso específico f (S, a~ , t) = lnS tendremos que: 

Donde 

El proceso estocástico para d(lnS) en el mundo neutral al riesgo es entonces (x 
representa valores posibles de los logrendimientos): · 

1 
d(lnS) = (r - 2ªZot - >. + E[v+lx > u+]+>. - E [v - lx > u- ])dt 

+awdW + (v+¡x > u+)dN+ - (v - lx > u- )dN -

da! = a(b - a!)dt + fowdZt 

COV(dWt, dZt) = pdt (18) 

En las ecuaciones anteriores <Ttot es la volatilidad de todo el proceso estocástico. 
Dado que se asume que dW , dN + y dN - son independientes entonces 

En la ecuación anterior las esperanzas se obtienen mediante integración numé
rica utilizando los parámetros de la Fréchet truncada. dW es un proceso brow
niano sin drift y a~ sigue el proceso estocástico tipo CIR descrito anteriormente. 
Se observa que , dado que E[v+lx > u+] = p(v+) y E[v - lx > u- ] = p(v - ), 
entonces: 

1 
d(lnS) = (r - 2ªZot - >.+p(v+) + >. - p(v - ))dt+ 

+awdW + (v+lx > u+)dN+ - (v - lx > u - )dN 

Sea ahora s = s e - r(T - t), donde Tes alguna fecha posterior a t. 

- 1 2 
d(lnS) = (-

2
atot - >. + p(v+) + r p(v - ))dt+ 

+awdW + (v+l x > u+)dN+ - (v - lx > u- )dN -

dW es un movimiento browniano estándard sin tendencia. 

(20) 

(21) 

El proceso que sigue dS en el mundo donde la cuenta bancaria es numeraria es 
entonces: 

dS = (- >. + p(v+) + >. - p(v - ))Sdt+ 

+awSdW + (ev+l x>u+ - l)SdN + - (ev- lx>u- - l)SdN - (22) 
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Se observa que dS es una martingala (recordar que ex~ l+x para x pequeñas). 
Cuando b..t ---> O (es decir, cuando se cuente con una serie de tiempo con alta 
frecuencia) el tamaño de los saltos es muy pequeño y puede utilizarse esta 
aproximación. Dado que sucede lo arriba descrito, entonces debe pasar que si 
se hacen miles de corridas de la simulación Montecarlo con un b..t pequeño, el 
valor de evl x> u - 1 tiende a p(v). Este proceso estocástico puede ser utilizado 
para hacer las simulaciones Montecarlo para valuar un Call o un Put Europeos 
(y también opciones americanas, bermudianas y otros derivados). Otro aspecto 
sobresaliente de esta simulación Montecarlo es que hay que introducir los valores 
estimados de las funciones de medidas coherentes de riesgos del subyacente en 
el lapso b..t para poder valuar algún derivado. 

2.1 Valuación de un derivado 

La teoría de valuación mediante martingalas equivalentes menciona esencial
mente que en un mundo en el que el subyacente es una martingala el valor de 
algún derivado cumple con 

(23) 

Donde g(.) es alguna función de pago y E es la esperanza medida en un mundo 
donde un bono sin riesgo a plazo T es la numeraria y en donde hay neutralidad 
al riesgo (es decir, en el mundo "martingalizado" en donde la distribución in
finitesimal de rendimientos tiene esperanza cero). Además, se sabe que St = St. 
En particular, un call europeo toma la forma 

Ct = E [max(Sr - K e- r(T- t) , O)!St] (24) 

Y un Put europeo toma la forma 

Pt = E[max(K e- r(T- t) - Sr, O)ISt] (25) 

El valor esperado dada la medida de probabilidad en donde dSt es martingala 
se encontrará mediante simulaciones Montecarlo que repliquen los 12 procesos 
estocásticos deseados para simular el precio futuro a un tiempo T del precio del 
subyacente y su volatilidad, así como la intensidad y la ocurrencia de los saltos. 
Los detalles de dichas simulaciones se encuentran en secciones posteriores de 
este trabajo. 

El libro de Musiela y Rutkowsky ( "Martingale methods in financial mod
elling", 1998) es excelente para profundizar en los conocimientos sobre la va
luación de derivados mediante el uso de martingalas equivalentes. Las martin
galas equivalentes toman la distribución de probabilidad original y las modifican 
de manera tal que la distribución de rendimientos infinitesimales se convierte 
en una martingala. 

Los modelos a analizar son los siguientes, ascendiendo en orden de comple
jidad: en todos los casos se asumirá que 
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p = CORREL(dW, dZ) 

Aún más general, además del supuesto de normalidad bivariada entre dW y 
dZ, lo que se asumirá es que el vector aleatorio expandido muestra la matriz de 
covarianza siguiente: 

p 

1 
o 
o 

o 
o 

.>, + 

o 
~ ) dt 

r 

Donde .>, + y .>, - son los parámetros de intensidad del proceso de difusión de 
Poisson (recordar que la varianza de un proceso de Poisson es igual al factor de 
intensidad del mismo). 

Modelo 1: 

Este es el modelo clásico de Merton-Black-Scholes. 

dS = µSdt + awSdW 

Asume volatilidad determinista y no hay procesos de difusión tipo Poisson. 

Modelo 2: 

Modelo con volatilidad estocástica estilo CIR y con correlación cero. Parecido 
a un modelo GARCH(l ,l). 

Modelo 3: 

dS = µSdt + awSdW 

da! = a(b - a!)dt + (JawdZ 

COV(dW, dZ) = O 

Modelo con 2 procesos de difusión tipo Poisson y distribuciones Fréchet . Para 
los saltos y con volatilidad estocástica. Hay saltos tanto hacia arriba como 
hacia abajo, y pueden ser asimétricos. La correlación entre dW y dZ es igual a 
p. 

dS = µSdt + awSdW + (ev+ - l)SdN + + (e - v- - l)SdN -

da! = a(b - a!)dt + BawdZ 

COV(dW, dN + ) = O; COV(dW, dN - ) = O; COV(dN + , dN - ) = O 

COV(dZ , dN +) = O; COV(dZ , dN - ) = O 

COV(dW,dZ) = pdt 

dN + se distribuye Poisson con parámetro de intensidad .>, + 
dN - se distribuye Poisson con parámetro de intensidad >- -
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v + se distribuye Fréchet truncada con parámetros o: + ,µ + y O" +, y con umbral 
u+ 
v - se distribuye Fréchet truncada con parámetros o: - ,µ - y O" - , y con umbral 
u 

Se observa que el modelo 1 es el clásico modelo de Merton-Black-Scholes. El 
modelo 2 incorpora volatilidad estocástica del tipo CIR (que asegura que la 
volatilidad sea siempre positiva).El modelo 3 es el más general de todos, pues 
los modelos del 1 y 2 son casos particulares del modelo 3, en donde se han 
restringido los valores de ciertos parámetros a cero. 

3. Calibración y Resultados Econométricos 

1) Se calibrarán los 3 modelos con los datos de frecuencia diaria del indice de 
la BMV desde 1990 hasta 2006, y se obtendrá el valor de todos los parámetros 
necesarios para correr las simulaciones Montecarlo. La ventana de análisis es 
de aproximadamente 4 años (1000 datos), y se ajustarán los parámetros para 
todos los modelos moviendo esta ventana en el tiempo de manera trimestral. 
En total se obtuvieron 50 conjuntos de datos. 

2) Una vez obtenidos los coeficientes que describen los procesos históricos en 
distintos momentos en el lapso 1990-2006, en 50 conjuntos de 1000 dias . habiles 
(casi 4 años), se procederá a valuar un call y un put europeos a distintos plazos 
y con diferentes strikes, esto con cada uno de los 3 modelos que se ponen a 
prueba. 

3) La valuación de los derivados se llevará a cabo mediante simulaciones Mon
tecarlo, y se hará una simulación para cada conjunto de coeficientes obtenidos 
en el paso 1 y para cada modelo. Los detalles de la simulación Montecarlo se 
muestran posteriormente en este trabajo. 

4) Se comparará el desempeño de los modelos comparando los precios teóricos 
obtenidos con los precios de derivados observados en el mercado mexicano de 
derivados estructurados. 

5) Se mostrarán gráficas que muestran los precios obtenidos comparados con 
los teóricos de Black-Scholes. 

Para la estimación econométrica se partirá la totalidad de observaciones ( 4105 
observaciones en total) en subgrupos de 1000 (aproximadamente 4 años). La 
ventana de observaciones se moverá 62 ó 63 observaciones cada vez, de manera 
que se re-estimen los parámetros de las series de tiempo de manera aproximada
mente trimestral, específicamente al último día hábil de cada trimestre. Esto se 
hace con el fin de estimar el valor teórico de los derivados con la información que 
se tendría disponible en el día en que se emite una nueva familia de derivados 
en el MexDer. 

Las siguientes gráficas muestran al valor del índice de precios de la BMV, 
así como los lag-rendimientos diarios: 
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Gráfica 2. 
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Gráfica 3. 
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A continuación se muestran gráficas de los coeficientes J-B obtenidos para cada 
filtrado, tanto en la etapa 1 de la estimación (ajuste a los rendimientos observa
dos) como en la etapa 2 (estimación de la ecuación de la volatilidad estocástica), 
donde se aprecia claramente que el filtro hacia arriba y hacia abajo es el que 
mayor normalidad presenta para los residuales de ambas etapas de estimación 
(se grafica el coeficiente J -B en escala logarítmica debido a las gigantescas dife
rencias observadas) : 
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Gráfica 4. 
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Gráfica 5. 
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Gráfica 6. 
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En la siguiente gráfica se observa que la correlación entre dW y dZ parece ser 
poco importante, pues generalmente se encuentra, en valor absoluto, por debajo 
de 0.2. 
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Gráfica 7. 
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Es claro que de diciembre de 1993 a diciembre de 2001 la volatilidad u estimada 
fue creciendo. Esta fue la etapa de la burbuja financiera de las empresas tec
nológicas. Esta burbuj a explota a fines de 2001 y desde entonces hasta ahora la 
tendencia de 1000 observaciones (4 años) se encuentra en mínimos desde 1993. 
La volatilidad de la BMV se encuentra ahora en mínimos no vistos al menos 
desde 1993, y probablemente en mínimos no vistos hace décadas . La volatilidad 
de. la serie sin ningún filtro toca un máximo a fines de 2001 con un valor de 
más de 0. 325, y después cae hasta aproximadamente 0.20 en marzo de 2006 . 
La volatilidad de la serie con ambos filt ros toma un valor máximo de cerca de 
0.200 a fines de 2001 , para bajar a cerca de 0.100 para marzo de 2006. 

Gráfi ca 8. 

NIALAS NO"TICIAS 

º~ '----------------------------' 
Olo.Q3 OoQ4 ao-Q5 Ol°""6 Clo.Q7 Olo-QS Oic>QQ Oio.CO Do-01 Clo02 Ole>Ca Clc;.04 Olo-05 

Se observa claramente que de diciembre de 1995 a diciembre de 2001 se vivió 
una temporada de cont inuo exceso de noticias posit ivas , mientras que de 1993 a 
1995 se observa lo contrario. P ara los 4 años hasta octubre del 2004 se observa 
una caída importante en este indicador, lo que es consistente con el panorama 
recesivo y de malas noticias que reinó desde el 2000 hast a finales del 2003 . De 
fines de 2004 a marzo de 2006 este indicador muestra valores cercanos a cero . 
Se muestra ahora la gráfica de w, que es la proporción de los saltos que fue 
asignado al movimiento browniano. Se aprecia que por lo general ronda entre 
el 03 y el 203 del total del salto . 
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Gráfica 9. 
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En resumen, durante la temporada de auge en la BMV 1999-2001 tanto la 
volatilidad, y la volatilidad de la volatilidad se incrementaron, y desde fines 
de 2001 hasta 2006 todas han disminuido sustancialmente. El mismo compor
tamiento se puede atribuir a los procesos de saltos. Esto t iene implicaciones 
importantes, pues entonces en temporadas de alta volatilidad del proceso brow
niano la importancia de los saltos es mayor que en temporadas de menor volati
lidad (pues el producto de la intensidad de los saltos, >- , y del valor esperado 
de los saltos, E[v], es alto cuando la volatilidad del browniano es alta). 

Esto implica entonces que el valor de los Calls o de los Puts europeos es
tarán muy subvaluados por la fórmula de Black-Scholes justo en los momentos 
en los que existe mayor riesgo (alta volatilidad). En otras palabras, valuar un 
Call o un Put Europeos a la Black-Scholes en momentos de alta volatilidad 
puede ser similar a hacer un suicidio financiero si lo que se busca es limitar el 
VaR de un portafolio de acciones que imite al indice de la BMV. Esto es im
portante para el emisor o poseedor actual de estos productos derivados , pues si 
valúa su VaR asumiendo que el modelo de Black-Scholes es correcto subestimará 
o sobreestimará consistentemente el VaR. 

Otra implicación importante para las cámaras de compensación de deriva
dos (y más que para ellos, para el regulador de dichos mercados) es que deberá 
replantearse integralmente la manera de medir los márgenes que deberán mane
jar para poder operar con el mínimo riesgo . 

4. Resultados de la estimación de los precios de Calls y Puts Euro
peos 

Se muestran a continuación los precios teóricos obtenidos para los Calls y los 
Puts Europeos. S[olo se muestran las gráficas para valores de K (el strike) igual 
al precio inicial del subyacente. Se muestran primero los valores obtenidos 
para los calls y después los valores obtenidos para los puts. Se muestran los 
resultados para maduraciones de T = 0.25 y T = 5 años. La línea punteada es el 
modelo de Black-Scholes, la rayada es el modelo con volatilidad estocástica tipo 
CIR y la sólida es el modelo que incluye saltos asimétricos: 
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Gráficas obtenidas para los Calls: 

Gráfica 10. 
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Gráficas obtenidas para los Puts: 

Gráfica 12. 

Gráfica 13. 
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De estas gráfi cas se deduce inmediatamente que para plazos largos el modelo 
con volatilidad estocástica muestra siempre valores mayores que el de Black
Scholes, consistente con los hallazgos de otros autores como Bates (1996), Ball 
(1994) y Hull-White (1987). También se observa que el modelo que incluye 
brincos permite precios por debajo de los obtenidos por B-S, y que muestra 
mayor varianza que el resto de los modelos. Destaca también que para fines del 
2005 el modelo con saltos prevee precios por debajo de los observados por B-S, 
consistente con un mercado que espera un movimiento bajista en el futuro.De 
las gráficas de los Puts se deduce básicamente lo mismo que para los calls. 
En períodos de alta volatilidad y mercados bear el modelo predice precios por 
debajo de los obtenidos por B-S. Este comportamiento no puede ser reproducido 
por el modelo con volatilidad estocástica, pues la volatilidad es alta en esos 
momentos, lo que debería implicar un precio mayor al de Black-Scholes. Para 
Puts y Calls con maduración corta (digamos 3 meses) el efecto del valor inicial 
de la volatilidad , así como los saltos, parecen tener importancias similares. 
Esto implica que dichos instrumentos deben tomar ambos efectos en cuenta 
para valuar correctamente un derivado. Este tipo de instrumentos son típicos 
en el MexDer. 

Se muestran ahora los "price smiles" que se obtienen para tres distintos 
momentos en el tiempo tanto para Calls como para Puts. Las fechas se esco
gieron de manera tal que se exploren distintos momentos en el mercado. Por 
ejemplo, a fines de 1995 dominaba el pesimismo, y lo contrario ocurría en 2001. 
Se muestran también las gráficas para la fecha en que se terminó este trabajo. 
Las gráficas siguen el orden descrito anteriormente. Las gráficas representan 
el cociente del precio obtenido entre el precio Black-Scholes menos uno. La 
linea horizontal en el cero es representa entonces al modelo de Black-Scholes, 
la linea discontinua representa al modelo con sólo volatilidad estocástica y la 
línea sólida al modelo : 

Gráficas obtenidas para los Calls: 

Gráfica 14. 
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Gráfica 15. 
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Gráfica 16. 
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Gráficas obtenidas para los Puts: 

Gráfica 17. 
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Gráfica 19. 
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De las gráficas anteriores se observa que el modelo con sólo volatilidad estocás
tica suele valer más que el de Black-Scholes para maduraciones largas (5 años), 
y también que el modelo con volatilidad estocástica para maduraciones cortas 
t iende a valer menos que el de Black-Scholes. Esto se debe a que el período 
2001-2005 ha observado una volatilidad descendente, por lo que los modelos 
con volatilidad estocástica son grandemente dependientes del calor inicial de la 
volatilidad que se t ome. Para maduraciones a 3 meses (típicos del MexDer) el 
efecto de la volatilidad estocástica es import ante, y t ambién lo es el efecto de 
los saltos. Las siguientes gráficas muestran el comportamiento observado para 
la volatilidad implícita para Calls y Puts con maduración cercana a 1 trimestre 
y K cercana a S en el MexDer en el año 2004: 

Gráfica 20. 
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Gráfica 21. 
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De las 2 gráficas arriba mostradas se advierten al menos dos cosas: 1) Las 
volatilidades implícitas de los Calls y de los Puts en el MexDer no son iguales 
en todo momento de tiempo. ~sto es evidencia de que inclusive un modelo con 
volatilidad estocástica simétrico no podría explicar este comportamiento y que, 
por ello , un modelo con saltos asimétricos es candidato ideal; y 2) la BMV ha 
observado una baja significativa en la volatilidad durante el 2004-2006 y que 
en general la volatilidad implícita de los derivados en el MexDer es mayor que 
la volatilidad de la BMV cuando se mide para un período de 3 meses a 1 año, 
y que es generalmente menor cuando se mide a 4 años. Esto indica que, si el 
mercado piensa a la Black-Scholes, está midiendo la volatilidad esperada para 
los siguientes 3 meses mediante una serie de tiempo a 2 años. A continuación 
se muestra una tabla donde se compara la distancia media ("MAPE" en inglés 
por Mean Absolute Prediction Error) entre las volatilidades de la BMV medidas 
con series de tiempo de distinta duración, y la volatilida implícita en el MexDer , 
donde se aprecia que la serie de tiempo a 2 años es la que mejor se aj usta a las 
volatilidades implícitas en el MexDer: 

Tabla Comparativa 1 

1 CALLS PUTS C- P 
iMAPE3m 3.157% 3.088% 0.069% 
MAPE6m 2.145% 1.622% 0.523% 
MAPE 12m 2.819% 2.303% 0.516% 
MAPE24m 1.541% 1.589% -0.049% 
MAPE 48m 4.086% 4.601% -0.515% 

5. Conclusiones 

En general podemos concluir que la valuación de calls y puts europeos en la 
familia de modelos analizada se puede realizar de una manera relativamente 
rápida, y que es posible realizar los cálculos en una computadora casera ac
tual. En promedio, la rutina programada en Fortran valúa los precios de los 3 



Revista Mexicana de Economía y Finanzas, Vol. 5, No. 1 (2006), pp. 85-110 107 

posibles derivados propuestos en esta familia de modelos (con una T = 0.25) en 
aproximadamente 1/2 minuto. 

Se concluye también que los modelos que permiten saltos hacia abajo y 
volatilidad estocástica permiten explicar comportamientos aparentemente ex
traños, como calls con precios teóricos menores a los obtenidos por Black
Scholes. Además, el modelo 3 permite formas para el "volatility smile" que 
se adaptan bien a situaciones cambiantes del mercado, cosa que no sucede con 
modelos que sólo tienen brincos o sólo tienen volatilidad estocástica, como el 
modelo 2. 

Además, se ratifica lo encontrado por otros autores (como Bates, 1996) 
en el sentido de que a mayor plazo de vencimiento T, mayor es el impacto de 
la volatilidad estocástica y menor es el efecto de los procesos de Poisson. Se 
ratifica también los hallazgos de que a plazos largos la volatilidad estocástica 
induce precios mayores que los observados por B-S, y- que la diferencia en los 
precios es función creciente en T. El modelo propuesto en este trabajo permite 
explicar smiles tipo "frown" y smiles con tendencia decreciente en T, cosa que 
es imposible de lograr con un modelo exclusivamente con volatilidad estocástica 
tipo CIR. 

Este trabajo propone una medida coherente de riesgo que resulta ser nece
saria para poder valuar los derivados en cuestión. Una vez que se ajusta la dis
tribución Fréchet a los máximos observados en el mundo real es posible evaluar 
rápidamente la medida coherente de riesgo que será incorporada en la valuación 
de los derivados. La posibilidad que tiene el modelo para permitir distribuciones 
de probabilidad de los logrendimientos asimétricas y con kurtosis y sesgo las 
hace ideales para modelar los activos financieros el mundo real. 

Tal vez lo más interesante de los hallazgos de este trabajo es que a inicios 
del 2006 los precios teóricos obtenidos por los distintos modelos difieren mu
cho menos que en temporadas pasadas. Esto parece indicar que la fdp de los 
logrendimientos parece ser cada vez más normal. 

Por otro lado, a inicios del 2006 se obtienen resultados interesantes al 
comparar los modelos 2 y 3 con el modelo B-S para T = 0.25 . El modelo 2 
predice precios (especialmente de puts) más bajos que B-S. Esto se debe a 
la baja volatilidad que se observa últimamente relativa a la observada en los 
últimos 4 años. Por otro lado, el modelo 3 muestra precios de puts mayores 
que los propuestos por B-S. En 2004 los modelos con saltos tendían a observar 
precios de calls mayores a B-S, mientras que los modelos con sólo volatilidad 
estocástica tendían a observar precios menores que los de B-S. En 2006 se 
observa que un call tipo modelo 3 debería tener un valor menor que el de B-S, 
al igual que el modelo con volatilidad estocástica. Parece ser que los saltos hacia 
abajo son más intensos que los saltos hacia arriba, a pesar de que la volatilidad 
es baja en estos momentos (marzo 2006). Dados los altos niveles que observa 
el índice de la BMV en estos momentos y la tendencia a observar saltos habia 
abajo más intensos que hacia arriba podría ser señal de que es posible que 
inicie pronto un ciclo descendente en el índice (y por ello los puts en el modelo 
3 predicen precios mayores que B-S, y los calls precios menores a B-S). 

Otra implicación importante de este trabajo es que hace inoperate al mo
delo clásico de las "betas" del CAPM, pues se muestra que la volatilidad no 
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es constante y que existen observaciones extremas de carácter asimétrico. Esto 
es consistente con lo propuesto por Braun, Nelson y Sunier (Good News, Bad 
News, Volatility, and Betas), por Kim, M. e Ismail B. (An accounting analysis of 
t he risk-return relationship in bull and bear markets) y Brown (Autocorrelation, 
Market lmperfections, and the CAPM). 

Otro hallazgo interesante de este trabajo es que parece ser que la correlación 
entre el proceso browniano del subyacente y el de la volatilidad es pequeña. 
Esto nos permite decir que no hay grandes diferencias entre valuar un derivado 
tomando en cuenta dicha correlación o asumiendo que no existe tal correlación. 
Una correlación de cero hace aún más fácil y rápida la valuación numérica de los 
derivados , y parece ser que no es una mala aproximación. Esto es importante 
desde el punto de vista de parsimonia . Sin embargo , en momentos de alta 
volatilidad todo indica que la correlación tiende a crecer y en dichos momentos 
será mejor utilizar al modelo que incorpora la correlación. 

En el 2004 inició el ciclo alcista en las tasas de interés en México y en 
muchos otros paises. Tal vez este hecho influya en la tendencia observada en la 
volatilidad , y, de ser cierto , habría que incorporar la correlación entre la tasa de 
interés y la volatilidad del índice de la BMV para valuar aún más correctamente 
los derivados. Este efecto de correlación no se toma en cuenta en este artículo, 
y puede ser un buen tema de investigación fut ura. 
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