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Resumen

En este trabajo de investigacién se calcula el “Valor en Riesgo”, llamado VaR, de un bono
cupon cero. Se utiliza la tasa de rendimiento anualizada diaria de cetes a 28 dias, en el periodo
del 3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006 para la economia Mexicana. La tasa corta es
guiada por una ecuacién diferencial estocastica, en particular, del modelo de Vasicek y Cox-
Ingersoll-Ross (CIR). La estimacién de los pardmetros es por MCO y MGM respectivamente.
Asimismo, se determina la estructura de plazos del bono cupon cero. Finalmente, se calcula
el precio del bono por simulaciones Monte Carlo en la que la dindmica de la tasa corta sigue
un proceso estocastico del tipo de Vasicek y CIR, donde la incorporan de saltos de Poisson
conducen a una serie de conclusiones y recomendaciones.

Abstract

In this paper, the “Value in Risk” of a bond coupon zero is calculed. Daily rate of return
of CETES-28 days in the period from 3 May 2004 to 8 March 2006 is used. Short rate
is guided by a stochastic differential equation in the Vasicek model and Cox-Ingersoll-Ross
model (CIR). The estimation of the parameters is by OLS and GMM respectively. Also, it
is determined the structure of terms of the bond coupon zero. Finally, the bond coupon zero
price is calculated by Monte Carlo simulation, the dynamic of short rate follows a stochastic
process such as Vasicek and CIR and Poisson jumps are gotten up, it lead us to a series of
conclusions and recommendations.
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1. Introduccién

El dinero o capital, es el medio que permite impulsar el desarrollo de un pais
a través de la edificacion de escuelas, centros de investigacion, centros de desa-
rrollo tecnolégico, hospitales, fabricas, plantas generadoras de luz, exploracién
de nuevas fuentes de energia, edificacién de nuevos pozos petroleros, sistemas
de agua potable y alcantarillado, en general redes de comunicacién y telecomu-
nicaciones, fundidoras y el desarrollo de capital humano entre otros rubros. Un
buena parte de este dinero es obtenido a través de deuda, lo que nos conduce ha
un mercado llamado de bonos, en particular de bonos cupon cero respaldados
por el gobierno Federal como lo es el caso de México. En general, existen bonos
gubernamentales, corporativos, municipales, etc. Cabe sefalar, que el mercado
de bonos emitidos por el gobierno ferederal, es decir en México, asciende a
varios millones de pesos al mes.

Asimismo, se sabe que desde el siglo XIX el Reino Unido ha utilizado y
controlado la tasa corta como un instrumento de tipo econémico es decir como
un mecanismo para controlar la inflacién y que en los mercados se percibe
répidamente. Posiblemente uno de los motivos por los que se ha desarrollado
insensantemente y existan en la literatura varias clases de modelos que describen
el comportamiento de una tasa corta con reversién a la media entre los que
destacan modelos de un solo factor como los desarrollados por Merton (1970),
Vasicek (1977), Dothan (1978), CIR (1985), Ho y Lee (1986), Longstaff (1989)
v Hull y White (1990).

En este trabajo de investigacién se calcula el ”Valor en Riesgo”, llamado
VaR, de un bono cupon cero en la que se se utiliza la tasa de rendimiento
anualizada diaria de cetes a 28 dias en el periodo del 3 de mayo de 2004 al
8 de marzo de 2006 para la economia Mexicana. Se supone que la tasa corta
es guiada por una ecuacién diferencial estocéstica, en particular, del modelo
de Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross (CIR). La estimacién de los pardmetros es
por minimos cuadrados y por el método generalizado de momentos respectiva-
mente. Asimismo, se determina la estructura de plazos del bono cupon cero.
Finalmente, se calcula el precio del bono cupon cero por simulaciones Monte
Carlo en la que la dindmica de la tasa corta sigue un proceso estocdstico del
tipo de Vasicek y CIR donde se incorporan saltos de Poisson y que conducen a
una serie de conclusiones y recomendaciones.

El documento estd organizado de la siguiente forma: En la seccién dos se
estudia los modelos de la tasa corta de Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross (CIR) en la
que se expresa la funcién de densidad de la tasa corta en términos de la funcién
de distribucién gamma y la distribucién ji-cuadrada no central. En la seccién
tres se realiza un revisién de medidas de riesgo y se describe la métodologia para
calcular el valor en riesgo de un bono cupon cero con la tasa corta de Vasicek
en particular para cetes a 28 dias. En la seccién cuatro se realizan simulaciones
Monte Carlo donde la tasa corta es guiada por una ecuacién diferencial estocds-
tica, en particular, del modelo de Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross (CIR) en la que
se incorporan saltos de Poisson cuya intensidad del salto es calculada con tasas
de rendimiento (eventos) de un dia a otro que estuvieron por arriba del 2% y
por abajo del 5% para el periodo dado. Finalmente, se da una serie conclusiones
y recomendaciones del valor en riesgo en portafolios de inversién y del cdlculo
del VaR utilizando la dinamica de la tasa corta con los modelos ya citados.
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2. Modelos de tasa corta con reversién a la media: Vasicek y Cox-
Ingersoll-Ross (CIR)

Existen en la literatura varias clases de modelos que describen el compor-
tamiento de una tasa corta con reversién a la media. En particular, si la tasa
corta sigue un proceso de la forma:

th :a(b—f"t)dt'f-O'T‘tﬁth, (1)

donde a, b, y o son constantes positivas, 8 > 0, y {W¢}+>0 es un movimiento
Browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad (Q, F,IP) junto con su
filtracién aumentada IF = {F;}+>0, entonces se establece una de las clases mds
importantes de modelos de tasa corta con reversién a la media y pardmetros
constantes.

Observe que en la ecuacién (1) existe un término aleatorio con varianza
a2rt2ﬁ por unidad de tiempo, donde 3 > 0. Las situaciones en las que 3 =0y
I % son de particular interés porque conllevan a modelos que pueden tratarse
analiticamente. En particular, el modelo de Vasicek se obtiene cuando 8 = 0,
mientras que el modelo de Cox, Ingersoll y Ross se obtiene cuando 8 = %
Especificaciones de (1) con valores de 3 distintos 0 y % no son muy populares
en la literatura debido a la complejidad y dificultades técnicas que presentan
en su tratamiento.

La tabla 1 presenta un resumen de los modelos de tasas que se pueden

derivar a partir de la ecuacién suguiente
dry = a(b — rf)dt + artﬂth, (2)

donde a, b, y o son constantes positivas, entre los que se destacan el modelo de
Merton (1970), Vasicek (1977), Dothan (1978), CIR (1985), Ho y Lee (1986),
Longstaff (1989) y Hull y White (1990).

Tabla 1. Resumen de casos particulares de la ecuacién (2).

Modelo Parametros v, a4 Proceso
Merton | a =0 8=0| pu+1 dry = pdt + odW,
(1970) = u, o son ctes

Vasicek | a=1 8=0 b,a dry = a(b ~ ry)dt + odW;
(1977) a,b,o son ctes

Dothan = dry = orydWy
(1978) o son cte
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Tabla 1. (continuacién)

CIR ar="1 PB= % b,a dry = a(b — ry)dt + o/redWy

(1985) a,b,o son ctes

Ho y Lee a=0 =0 2, hy dry = hydt + odW;y
(1986) o es constante

Longstaff a=% B=1% | ba | dry=a(b— Vr)dt+or,dW,
(1989) a,b,o son ctes

Hull v White @ =1l ,8 =0 bt, a d’f‘t = (I(bt = ’I‘t)dt + O'th

(1990) by, o son funcién del tiempo

En esta investigacién se abordara los modelos de Vasicek y Cox Ingersoll y Ross,
con el objeto de calcular la estructura de plazos de tasas de interés y el valor
en riesgo, VaR, de Bonos cupon cero.

2.1 Modelo de tasa corta de Vasicek

A continuacién se presenta los fundamentos del modelo de Vasicek asi como
algunas de las caracteristicas del modelo de la tasa corta con reversién a la
media y la estimacién de sus pardmetros utilizando un conjunto de datos de
interes en particular para determinar la estructura de plazos de la tasa. Para
observar el comportamiento de la curva de rendimiento, el precio del bono cupon
cero y la tasa forward instantdnea se gréfica en cada uno de éstos en funcién
de los parametros a y b, y fijando el plazo T — ¢, la volatilidad ¢ y una r;. En
este caso a € (€1,€2] ¥ b € [£7,&5] de tal forma que se encuentren alrededor de
los valores de los pardmetros estimados para un conjunto de datos del sector
financiero Mexicano, como es el caso.

2.1.1 Fundamentos del modelo de Vasicek

En el modelo de Vasicek (1977) se estudia, como caso particular, la dindmica
de una tasa corta que presenta reversién de la media hacia un valor constante.
Este comportamiento se observa, en muchos casos, cuando se analizan series
de tiempo de tasas de corto plazo. A continuacién se formaliza la nocién de
reversién a la media a través de un proceso de Orstein-Uhlenbeck.

Swea {W:}+>0 un movimiento Browniano definido sobre un espacio fijo de
probabilidad (2, F,IP) y sea IF = {F;};>0 su filtracién aumentada, la cual re-
presenta la informacién del mercado disponible hasta el tiempo t. En el modelo
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de Vasicek la tasa corta, r; es conducida por la siguiente ecuacién diferencial
estocastica:
dr; = a(b —ry)dt + odWy, (3)

donde a, by o son constantes positivas y conocidas. En este caso, como puede
observarse, Wy es la tinica fuente de incertidumbre. En la especificacién exégena
de la dindmica estocdstica de la tasa corta, expresada en (3), r; es forzada a
moverse, en promedio, hacia un nivel de largo plazo b a una velocidad a. Sila
tasa corta estd por arriba de b, ésta es forzada a moverse, en promedio, hacia
abajo al nivel b y, viceversa, si la tasa corta estd por abajo de b, ésta es forzada
a moverse, en promedio, hacia arriba al nivel b.

Ahora, observe que la ecuacién (3) es una notacién simplificada de la inte-
gral estocdastica

¢ L
R¥— THar— / a(b—ry)du + / adW,
8 8

£ t
=ab(t —s)— / ar,du —I—a/ dW,
8 -]

va que el objeto de estudio del cilculo estocastico es la integral estocastica.

(4)

2.1.2 Ecuacién diferencial parcial del comportamiento de un bono
con tasa corta conducida por el modelo de Vasicek

El modelo de Vasicek forma parte de los llamados modelos de equilibrio general
debido al uso de condiciones de no arbitraje para caracterizar el precio de un
bono cupén cero a un plazo dado. En esta seccién, bajo los supuestos de equi-
librio general y tasa corta neutral al riesgo, se resuelve la ecuacién diferencial
parcial parabdlica del comportamiento del precio de un bono cupén cero.

En lo que sigue, el precio de bono cupén cero que se coloca en ¢ y que al
vencimiento T' paga una unidad monetaria se denotard mediante

B = B(r,t;T),

o en forma mds simple como B = B(t,T). En el caso del modelo de Vasicek, el
precio B de un cupén cero satisface:

0B 5 08 dB

— 450" —5 +alb—ry)— — ;B =0. 5)
5r 37 gz Telbrdgn (5)
La condicién final corresponde al pago en el vencimiento del bono, que por
simplicidad se supone de una unidad monetaria, es decir B(T,7T) = 1. Las
condiciones de frontera dependen de a, b, ¢ y, por supuesto de, r;.

2.1.3 Solucién de la ecuacién diferencial parcial del comportamiento
de un bono con tasa corta conducida por el modelo de Vasicek

Dado que la ecuacién (5) no cuenta con derivadas parciales cruzadas, se supone
una solucién en variables separables de la siguiente forma:

B (t, T) :WCA(t,T)—rtD(t,T) . (6)



52 F. Cruz Aranda / Valuacion del valor en riesgo de bonos cupdn ceroen el . ..

Observe que en la fecha de vencimiento, A(T,T) = 0y D(T,T) = 0, ya que
B(T,T) = 1.

La seleccién de una solucién de la forma (6) permite transformar una
ecuacion diferencial parcial parabélica de segundo orden, en un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. El sistema estd acoplado
de tal manera que primero se determina que

_ o—a(T-1)
Bem) = (7)

a

y, posteriormente, con base en la solucién de (7), se obtiene

T e

4a ’ %)

A(t,T) :%(D(t, T)—T +t) (a®b — 1o?%) -

donde a,b y o son pardmetros a definir a partir de un conjunto de datos.

2.1.4 Curva de rendimiento del modelo de Vasicek

En esta seccidén, a partir de los precios del bono para diferentes vencimientos,
B(t,T), T > t, se genera la estructura de plazos de la tasa de interés, R(t,T),
mediante la relacién

R(t,T)= - InB(¢,T). 9)

T—-1

Asi, la sustitucién de (7), (8) en (9) conduce a

o2 7 = e—a(T—t) |- e—a(T—t) ) / o2
6T =r—r =y ’<a@—w"><‘ﬁﬂ

o2 (1 _ e—a(T—t))2
4a3(T — t)

(10)

Claramente', la tasa de interés de plazo més largo disponible en el mercado,
también llamada tasa larga, R(t, co0), satisface

e
entonces se puede escribir como
2
T —1
R(t,T) = R(t,00) + [rs — R(t,0)] G(¢,T) + ﬂ%—)cﬂ(t,ﬂ, (12)

donde G(¢,T) = %Z. De esta manera, la curva de rendimiento, R(t,T), es
una funcién cuadrética de G(¢,T).

L Se utiliza la regla de L’Hopital para el cdlculo del limite.
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En la Grafica 1 se muestra la curva de rendimiento en funcién de los
parametros a y b. En este caso se tiene que T —t = 1, ¢ = 0.001131 y
r¢ = 0.0927.. Mientras que a € [0.01,0.5] y b € [0.01, 0.5]

R (ab) 0
0.
0.14
0.12
01
0.08
0'40.5
05 o, 0 0‘20-3 2
b 02 04 0.1

Gréfica 1. Curva de rendimiento en funcién de los pardmetros a y b.

2.1.5 Precio de un bono cupén cero en el modelo de Vasicek

A continuacién se expresa el precio de un bono cupén cero en términos de la
tasa larga, R(¢,00). Observe primero que

B(t,T) = e BEDT—1), (13)

Asi, en virtud de la ecuacién (12), el precio de un bono cupén cero, que se
coloca en t y que al vencimiento, T, paga una unidad monetaria, asociado al
modelo de Vasicek de tasa corta se puede reescribir como:

B(t,T) = exp {—R(t,oo)(T —t) —[r+ — R(t,00)] D(¢,T) — Z—;DQ(t,T) .

(14)
En la Grafica 2 se muestra la curva del precio de un bono cupon cero en funcién
de los pardmetros a y b. En este caso se tiene que T —t =1, ¢ = 0.001131 y
r¢ = 0.0927. Mientras que a € [0.01,0.5] y b € [0.01, 0.5] Observe que a medida
que la velocidad conque el proceso se revierte a la media, a, aumenta el precio
del bono, B, aumenta y se estabiliza en valores cercanos a su nominal.
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Grafica 2. Precio de un bono cupén cero en funcién de los parametros a y b.

2.1.6 Tasa forward instantdnea del modelo de Vasicek

En esta seccién se describe el comportamiento de la tasa forward asociada al
modelo de Vasicek. La tasa forward instantinea estd dada por la siguiente
expresién:

0 oD 0A
t.T)=—-—InB({t,T) = re—— — —.
f6T) = —gpnBET) =regr — 57
Lo que conduce a
2
FET) =b— (b—r)e T _ %Dz(t,T). (15)

Y es tal que f(¢,00) = limy—eo f(¢,T) = b.
A continuacién se presenta la tasa forward instaninea del modelo de Va-
sicek en funcién de los pardmetros a y b.

flab)  pa
0%
02

0.15

0 05
04
085 03
05 g, 02

03 04 a
b 02 gy

Gréfica 3. Tasa forward instanténea en funcién de los pardmetros a y b.
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2.1.7 Aplicacién del modelo de Vasicek

En esta seccién se lleva a cabo una aplicacién del modelo de Vasicek. Asimismo,
se muestra cémo los parametros pueden ser estimados utilizando el modelo de
regresiéon lineal simple con el supuesto estdndar de errores normales no cor-
relacionados, o bien con un proceso autoregresivo de orden uno. El modelo de
Vasicek puede plantearse en términos discretos como una ecuacién estocdstica
en diferencias. De la ecuacién (1), se tiene

re = ab+ (1 — a)re_1 + o€,
donde ¢; ~ N'(0,1). Si se escribe Bg = ab y 81 = 1 — a, entonces
Ty = Bo+ Biri—1 T &t (16)

donde {e;} son variables aleatorias independientes y normalmente distribuidas
con media cero y varianza o2, e; ~ N'(0,02). Note quea =1— 81y b = Bo/a.
La media (incondicional) de ry es

Efre] = Bo/(1 - B1) =b
y su varianza (incondicional) estd dada por
Var[r] = 02/(1 - 1)? = 0?/[1 = (1 —a)?].
La varianza condicional de r¢, dado r;_; es, por supuesto 2.

2.1.8 Comportamiento de la tasa de rendimiento, CETES 28

A continuacién se muestra la tasa anualizada, diaria, de CETES a 28 dias para
un periodo del 1 de noviembre de 2000 al 8 de marzo de 2006, sin impuestos?.
Para este periodo el cambio porcentual de la tasa anualizada, diaria, de un dia
a otro llego a alcazar el 16.9% (sin impuesto).

| W e TS

24

] T v T u
0112000 240372002 06/082003 181272004 02:05/2006

Gréfica 4. Tasa de rendimiento, cetes 28, para el periodo
3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006 (sin impuesto).

2 Fyente: Valmer.
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Asimismo, se muestra la tasa anualizada de CETES A 28 dias para un periodo
del 3 de mayo de 2003 al 8 de marzo de 2006, (rendimiento anualizado de
CETES a un dia). En este periodo el cambio porcentual de la tasa anualizada,
diaria, de un dia a otro no supero el 5% (sin impuesto).

014
0089
008 4
0074
006 4
005 4
004 A
003 A
002

001 A

0 T v T T v Y
030652004 14082004 19112004 27022000 OVOG005 15092006 241272008 030412008

Gréfica 5. CETES A 28 dias para un periodo
del 3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006 (sin impuesto).

Los resultados de la estimacién de los pardmetros del modelo (16), con errores
estandar entre paréntesis, son los siguientes:

ry = 0.000589 + 0.992968r;_,.

(17)
(0.000282)  (0.003580).
Los datos utilizados en la estimacién corresponden a la tasa de rendimiento
CETES 28 para el periodo del 3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006, sin
impuesto.

Note que, E[8o] = 8o, E[51] = By Ele] = 0. En este caso, se puede
apreciar que las estimaciones son significativamente distintas de cero con un
95% de confianza. La grafica 6 muestra la estructura de plazos definida a través
de la ecuacién (10) con ¢=0.007032, b=0.083772, r;=0.0621 y o = 0.090579173.
Como puede observarse, la estructura de plazos es positiva, creciente y en el
largo plazo, se estabiliza en un valor cercano al 8.38%.

Se sabe que R(t,T) puede tener cualquier comportamiento: céncava, con-

vexa, etc. v que R(t,T) puede ser negativa para algunos valores de los parame-
tros.

2.2 Modelo de la tasa corta de Cox, Ingersoll y Ross, CIR

A continuacién se presentan algunas caracteristicas del modelo CIR, en parti-
cular su funcién de densidad ji-cuadrada, la curva de rendimiento, la estructura
de plazos para un cierto conjunto de datos



Revista Mexicana de Economia y Finanzas, Vol. 5, No. 1 (2006), pp. 47-83 57

2.2.1 Caracteristicas y extensiones del modelo CIR

El modelo Cox, Ingersoll y Ross (1985b) es un modelo de valuacién de activos
en equilibrio para la estructura de plazos de tasas de interés. El modelo pro-
porciona soluciones para la valuacién de bonos y caracteriza completamente
la estructura de plazos la cual incorpora la prima al riesgo y la esperanza de
futuras tasas de interés. Este modelo ha sido frecuentemente presentado como
un modelo de un sélo factor, mas sin embargo, CIR mostraron como incorpo-
rar factores multiples asi como la extensién del modelo a la valuacién de bonos
nominales y productos derivados. El modelo CIR ha resultado ser un modelo de
gran trascendencia en la ciencias econémicas financieras por varias razones, en
las que podemos destacar las siguientes: proporciona una fuerte conexién entre
la teoria de valuacién de activos de manera intertemporal y la estructura de
plazos de tasas de interés, preserva el requerimiento de que las tasas de interés
sean no negativas, y proporciona soluciones cerradas relativamente simples en
la valuacién de bonos. Asimismo, el modelo es una herramienta 1til para la
valuacion de productos derivados de tasas de interés. Cabe sehalar que se han
llevado a cabo investigaciones para extender el modelo CIR a varios factores en
la cual la estimacién de las variables de estado no observables son generadas por
un filtro de Kalman. En particular se han realizado estimaciones del modelo
CIR con tres factores y varias pruebas para determinar si el modelo captura
completamente la variabilidad de la estructura de plazos de tasas de interés en
el tiempo. El modelo de tres factores es una extensiéon del modelo de dos fac-
tores desarrollado por Longstaff y Schwartz (1992), en el cual los dos factores
utilizados son la tasa corta y la volatilidad de la tasa de interés siendo ésta un
anlisis alternativo al de Brennan y Schwartz (1979) en la cual los dos factores
de riesgo son la tasa corta y la tasa de largo plazo. Por lo que si la tasa corta,
la tasa de largo plazo y la volatilidad de la tasa corta impactan en la estrucutra
de plazos de tasas de interés entonces da lugar a un modelo de tres factores. Es
importante destacar que el modelo CIR, es no lineal por lo que el modelo tiene
asociado una distribucion ji-cuadrada no central la cual se explicara con mayor
detenimiento en posteriores secciones.

2.2.2 Fundamentos del modelo CIR

Es imprescindible mencionar que en la estructura de plazos generada con el mo-
delo de Vasicek, el cual se obtiene con 8 = 0, puede producir tasas negativas,
con probabilidad positiva. Afortunadamente, esta limitacién desaparece en el
modelo propuesto por Cox, Ingersoll y Ross (CIR), en 1985, en su articulo “A
Theory of the Term Structure of Interest Rates” publicado en Econometrica,
va que en su modelo las tasas siempre son positivas. Esta seccién se concentra,
en una dinamica de la tasa corta conducida por la siguiente ecuacién diferencial
estocéstica:

d’l't = a(b . T‘t)dt + J\/ﬁth. (18)

Es importante observar que al considerar 1/7; en el término estocéstico el pro-
ceso de la tasa corta deja de ser Normal. De hecho, en este caso, la distribucién
de la tasa corta corresponde a una x2 no central. Este proceso presenta rever-
sion a la media como en el modelo de Vasicek, pero la varianza es proporcional
a o2r; por unidad de tiempo. Esto significa que conforme la tasa de interés
corta aumenta, la desviacién estandar aumenta.
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2.2.2.1 Ecuacion diferencial parcial del comportamiento del precio
de un bono cupén cero en el modelo de CIR

En un mundo neutral al riesgo, el precio del bono cupén cero, denotado por
B(¢,T), satisface la ecuacién diferencial parcial parabélica dada por

e 1 , B
+ —0o Tt

oB
= e _ay=() 19
ot 27 "t or? talb—r) =g 9

(9T‘t

junto con la condicién de frontera B(T,T) = 1.

2.2.2.2 Solucidén de la ecuacién diferencial parcial del precio de un
bono cupén cero

En esta seccién se presenta la solucién de la ecuacién diferencial parcial que
caracteriza el precio de un bono cupén cero en el modelo CIR. Dado que la
ecuacion diferencial parcial parabdlica no presenta derivadas parciales cruzadas,
se supone una solucién en variables separables, es decir :

B(t, T) = AGT)—r: DET) (20)
Claramente, A(T,T) = D(T,T) = 0 ya que el valor nominal del bono est4 dado
por
B(T,T) = AT T)—rr D(T.T) _

En este caso, se obtiene de manera simple que

2 (e\/ w2252 (T—t) _ 1)

D@, T) = . @
& T) (a + Va2 +202)(eVe* +26X(T—) — 1) 4 2v/a? + 202 &)
Y
2ab/c?
a2 + 252 (a+va?+202)(T—1t)/2
Alt,T)=1n i . (22)

(a +VaZ + 202)(eVa™+202(T—t) — 1) 4 2+/a? + 202

2.2.2.3 Curva de rendimiento del modelo CIR

En el caso del modelo CIR es posible obtener curvas de rendimiento con pen-
diente positiva, con pendiente negativa o con jorobas. La curva de rendimiento
del modelo CIR se calcula como sigue:

InB(¢,T)
=
_nD(t,T) — A(t,T)
. %

R@,T) = i
23

i

la cual es una funcién lineal de ;. En este caso se puede demostrar que

R(t,00) = lim R(:,T) = =

L a++vaZ+ 202
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2.2.2.4 Funcién de densidad del modelo CIR

El modelo CIR ha sido muy utilizado en la valuacién de productos derivados
de tasas de intéres. Como se menciono la tasa spot es no negativa. Se sabe
que la tasa spot es no negativa cuando o2 < 2w, mientras que r(¢) > 0 cuando
02 > 2a. La funcién de densidad del modelo CIR est4 dada por

q/2
f(re) = ceClretv) (T—t) L 2efr); Taz'D, (24)
v
donde 9
a _ _
c= ST = e ah)’ v=rge ¥, r(0)=ro
2ab
=—-1
q o
y en la que la funcién
0o (£)2k+q
i —= —awh s L . 25
a(e) Zklr(k+q+1) )

k=0

es la funcién modificada de Bessel® de primera clase y de orden ¢g. Mientras que
T'(z) es la funcién gamma. La funcién de densidad es una funcién de distribucién
ji-cuadrada no central, con 2(g + 1) grados de libertad y no centralidad 2cv. Es
decir,

2ab
2(q+1)=2(i2—1+1>
g

4ab &)
~ 2
y no centralidad
= 2a _at
e e W
(27)

- darge™%
Aol —eat) )’

3 La funcién modificada de Bessel de primera clase y de orden ¢ estd dada por

00 (E)%-‘rq

LOEDD k!(2k Yol

k=0

Se tiene que I'(a) = (@ — 1)I. Sea v = k + ¢+ 1, entonces I'(a) = T'(k + ¢+ 1) =
(k +qg+1-1)1= (k + q)!. Por lo tanto, la funcién modificada de Bessel de primera clase
y de orden g se puede escribir como

o0 (£)2k+q
- 2
(@)= k;) T CET TS
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La funcién de densidad f(r:) se puede escribir en forma explicita en términos de
la funcién de distribucién Poisson y la funcién gamma. Para ello, se considera la
funcién modificada de Bessel de primera clase y de orden ¢ en la que se efectua
el cambio de variable dado por z = 2¢./rsv. Esto es,

o0

_ = 1 — 2k+q
Iq(m) = Iq(ZC\/T‘tU) = k};} m (c\/rtv) B (28)
Si se sustituye la funcién anterior en la funcién de densidad, (24), se tiene
o0 k
(e0)” 1 k1 gk —
) = R e i,
B ,; Kl I(k+q+1) :

Seaa =k-+g+1yc=A, entonces la ecuacién anterior se puede escribir como

A o— —_—
Ta=Ss Z') = P(Q)Aa lg—Ars

(29)

que representa la funcién de densidad del modelo CIR en términos de la funcién
de densidad gamma y Poisson. Como se puede observar es el producto de una
funcién de densidad gamma con pardmetro de forma ¢ =1/A >0y a > 0,y la
funcién Poisson con pardmetro A. Si se considera que

P a—le—kn

I

1
Bamle ) = Niepginisallin) & F—(a_)

ésta es la funcion de densidad de la distribucién gamma con media Elrs] = /X
y varianza Var(ry) = a/A2,

2.2.2.5 Funcion de distribucién acumulada del modelo CIR

La probabilidad de que una variable aleatoria ji-cuadrada, x2, no central sea
menor o igual a un cierto valor X;%,a con v grados de libertad y pardmetro de

no centralidad 8, estd dada por la funcién de distribucién acumulada

Flram, 8y =Pl Xos B o 5
— (Av)F
k!

(30)

i

C_XUProb{X2 < X12/,6}'
k=0

2.3 Inversa de la funcién de distribucién acumulada de una ji-cua-
drada no central, CIR

La inversa de la funcién de distribucién acumulada de una ji-cuadrada no central
con probabilidad p, v los grados de libertad y § el pardmetro de no centralidad
esta dada por

z=F Ypiv,6 = 20) = {z : Frs;v,6 = 2cv) = p} (31)
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donde

o0
F(ryv =2(q+1),6 = 2cv) = Z
k=0

T L
( 7 M Pro{ Xomaigrt) X0t (82)

k

2.4 Distribucién de la tasa corta en el modelo CIR

El objetivo de esta seccién es determinar la distribucién de la tasa corta en el
modelo CIR. Considere el proceso de Orstein-Uhlenbeck

dy; = —aydt + odUs, (33)
donde a, ¢ > 0y {Ui}t~0 €8 un movimiento Browniano definido sobre un

espacio fijo de probabilidad (€2, F,TP). La solucién de este proceso es similar a
la de una ecuacién diferencial no homogénea de primer orden, esto es

t
ye =yoe ¥ + cr/ R (34)
0

Asi, y; es normal con media condicional E[ytlyg] = yoe~* y varianza condicional
dada por Var|[y:|yo] = o2 fot e—2e(t=9)qs = g—: (1 — e24%) . Observe también que
una aplicacién del lema de It6 a z; = yt2 conduce a

dz, =2y.dy + o2dt. (35)

Suponga ahora que se tienen Uy, Usg, ..., Uny movimientos Brownianos indepen-
dientes definidos sobre (Q, F,IP) y defina los siguientes n procesos de Orstein-
Uhlenbeck:

dygt = —Fayiedt + 30Uk, - E=1,2,..,0. (36)
En cuyo caso, se tiene que yx: = e /2 (yko + 10 fot eas/szks) , k=
1,2,...,n. y es tal que Efykelyro] = yroe 2 = pnys y
a® [ (t—s) @ ¢ 2
g -
Var[yt|yko] = I/o e *ds = = (1 —e ) =uf. (37)

Considere ahora el proceso

Tt :y%t+y%t+"'+y721t
N2 (38)
=D _vin
k=1

entonces, % ~ x?(n,6;) con pardmetro de no centralidad &; = ;12- E i
t i 3

Es decir, r;/v? sigue una distribucién ji cuadrada no central con n grados de
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libertad y pardmetro de no centralidad é;. Es importante observar también,

que
1 n —-at
E {—2 TO} | Z (e | o] =n + Q. (39)
D vi
Por lo tanto, de (39), se sigue que
2 ,—at —at 2
Var[ ] =—-—r064 + % = <n+ - 5 ro) . (40)
Vt % L Ly

2.4.1 Correspondencia entre los pardmetros de la distribucidn ji-cua-
drada y el modelo CIR

Por otro lado, a partir de (36), se sigue que
k3
drt = Z dyl%t
k=il

= TL0'2 dt + \/—‘i ykthkt
= 1 ary o/t 2 T .

(41)

Se define o
YUkt
dw,; = E " 42
t = e &

Claramente W; es una martingala, pues no tiene tendencia. Si se define V; =
W2, se tiene que

1 0 ykt 5Vt yktdet
iawz Z Z

(43)
= Z yktdt + 2Wtth
=1
:dt =+ 2Wtth
Por lo tanto,
t
Pt = / WsdW (44)
0

es una martingala. En virtud del teorema de representacién de Lévy, se tiene
que W; es un movimiento Browniano definido en (§2, F,IP). En consecuencia,
se puede escribir

no?
dr; = (—4— = art) dt + o/r:dWy. (45)
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Si se compara (45) con (18) se tiene que ab = no?/4 Por lo tanto, al despejar
n de la expresién anterior se tiene

La ecuacién anterior tiene atin sentido si n no es un entero positivo. Por lo que,
el parametro de no centralidad satisface

1 n

k=1 (46)
8 1 —at
- Vt2 ToE 5

De acuerdo con (1), se puede concluir que

4q 4ab  darge™*
% ( "—) | (47)

. . .4
o2 (1 — eat) @ 02’ 02 (1 — eot)
Note que, 2cry = ﬁf‘e_—at)rt-

2.4.2 Cambio de variable en el modelo CIR para obtener volatilidad
constante

Se considera un cambio de variable que permite reescribir la dindmica de la
tasa corta CIR en una ecuacién diferencial estocastica en la que la varianza o
volatilidad es una constante. Para ello, si se define y;» = y(r¢,t) = 2./r%, se tiene
que al aplicar el lema de It0, conduce a la ecuacién diferencial dy; donde y; es
funcién de la tasa corta, esto es

=
dy: = | { 2ab — g P I Eyt dt + adW,,
9% Yt 2

donde o, es constante. Los pardmetros se pueden estimar por minimos cuadra-
dos ordinarios como se presenta mas adelante.

2.4.3 Estimacion de los pardmetros

A continuacién se presentan varios métodos de estimacién de los parametros
del modelo CIR, los cuales utilizan un registro histérico de la tasa corta o de la
curva de rendimiento.

2.4.3.1 Estimacién de pardmetros en el modelo CIR con MGM

En esta seccidn se discute sobre la estimacién de pardmetros en el modelo CIR
mediante el método generalizado de momentos (MGM). Considere la versién
discreta del modelo CIR

Ti41 = Bo + Bire + Vi€, (48)



Revista Mexicana de Economia y Finanzas, Vol. 5, No. 1 (2006), pp. 47-83 65

Tabla 2.
Estimacién de parametros
Periodo a b o2 o
03/mayo,/2004- 0.005900 | 0.088000 | 0.0058138 | 0.076242
08/03/2006 (MCO)
MGM: 0.005819 | 0.088002 | 0.0057141 | 0.075592

Los resultados de la estimacién de los pardmetros del modelo (49), con errores
estandar entre paréntesis, son los siguientes:

Yer1 = Bry; T+ Baye + e, (52)

Y1 = 0.0059y; " + 0.088y; + 0.007624¢,.

(53)
(0.001102) (0.011096).

Note que, E[8o] = fo, E[81] = 81 y E[es] = 0. En el caso del modelo CIR es
posible obtener curvas de rendimiento con pendiente positiva, con pendiente
negativa o con jorobas. En este caso, la curva de rendimiento presenta una
pendiente positiva como se puede apreciar en la siguiente gréfica.

R(t,T)

0083
0.08 o
0076 +
0.07 4

0065 4

006 T T 7 T T ) t
0 100 200 300 400 500 600

Gréfica 6. Estructura de plazos estimada (CIR) y Vasicek, R(t,T).
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R(+,7)

0.069
0.068
0067
0066 -

0085 4

0.064 A

0.063 1 /

0062 4

00861 4

0.06 T T r v T v t
g a 40 60 80 100 120

Gréfica 7. R(t,T). Estructura de plazos estimada (CIR) y Vasicek.

En la grafica 7 se comparan la estructura de plazos del modelo de Vasicek y
del modelo de Cox-Ingersoll-Ross. En la que se aprecia que la estrucutura de
plazos del modelo CIR estd por arriba de Vasicek. En la gréafica 7 en la que se
tiene plazos de hasta un aflo, la estructura de plazos alcanza un valor de hasta
6.216% . Mientras que a largo plazo, la tasa es de 6.78% .

006219 - R(t’ T)
0106218 A
0.06217 A
0.06216 4
006215 4
006214 A
006213 |
0.06212 A
006211 A

0.0621 4

0.06208 T T T T T ]
0 0.2 04 08 ek} 1 12

Gréfica 8. R(t,T) con t en dias. Estructura de plazos estimada (CIR).
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2.4.3.4 Estimacidon de los parametros del modelo de Cox, Ingersoll y
Ross con el MGM

En esta seccién se lleva a cabo una aplicacién del modelo CIR utilizando MGM
para la estimacién de los pardmetros. Para fines précticos, el modelo CIR puede
plantearse en términos discretos como una ecuacién estocdstica en diferencias:

re+1 = Bo + Birs + Ve, (54)
donde B9 = aby #1 =1 — a, junto con las restricciones:

k3 "

Zet =0, thft—l =0 y Z(e? — 'rta2) =0
t=1 t=1

te=1

2.5 Funcién de densidad y funcién de distribucién acumulada para
CETES 28

Acontinuacién se muestra la funcién de densidad ji-cuadrada no central y la fun-
cién de distribucién acumulada del comportamiento de la tasa corta de CETES
28, diaria, del periodo 3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006. La funcién
utilizada, de densidad del modelo CIR, puede verse en la ecuacién (29), donde
los valores de los pardmetros de a,b y o aparecen en la Tabla 2.

i)

0.035
0.03
0.025+
002+
0.015
0.01 ¢

0.005

Gréfica 9. Funcién de densidad de probabilidad ji-cuadrada no central
con v = 0.357277983 y 6§ = 42.60704074.
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De esta manera la funcién de densidad del modelo CIR con v = 0.357277983
y 8§ = 42.60704074 se presenta en la grafica 9. Asimismo, la inversa de la
funcién de distribucién acumulada de una ji-cuadrada no central, tasa corta, con
probabilidad p = 0.05, v = 0.357277983 grados de libertad y é = 42.60704074
pardametro de no centralidad, es decir

re=2z=F }p;v,6 = 2cv) = {z : F(ry;v,6 = 2cv) = p}

esta en la grafica 10.

o9t
o8}
07k
06}
05}
o4k
03}

02

0tk (23.2826 0.05) 7

Ju] 10 20 30 40 50 60 70 80 =] 100

Gréfica 10. Funcién de de distribucién acumulada ji-cuadrada no central
con v = 0.357277983 y 6 = 42.60704074.

3. Valor en riesgo

Con el objeto de calcular el valor en riesgo, también llamada el VaR, de bonos
cupon cero, a continuacién se presenta una introduccién al valor en riesgo, el
concepto de valor en riesgo asi como el valor en riesgo del modelo de Vasicek
y que permitira entender mejor la aplicacién de este importante concepto en el
mercado financiero mexicano.

El valor en riesgo es una de las medidas que se utilizan con mayor frecuen-
cia, por los intermediarios financieros, en la estimacién de pérdidas potenciales,
ya sea en el valor o en el rendimiento de un portafolio debido a movimientos en
los factores de riesgo mercado, en un periodo de tiempo y con un determinado
nivel de confianza dado.
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3.1 El concepto de valor en riesgo, paramétrico

En esta seccién se presenta la definicién formal del valor en riesgo pardmetrico
del cambio en el valor de un portafolio.

El valor en riesgo de X al nivel 1 — g denotado por —VaR{(_q, se define
como el peor valor del portafolio, en un periodo de tiempo dado, [, T], para un

intervalo de confianza del (1 — ¢)100%. Esto es,
Py {—VaRf_q < X} =1-—gq.

Entonces,
X
VaR, ,=—-inf{z € R |[Pg{X >z} <1—gq}. (55)

X X
—VaR,
Figura 1. Valor en riesgo de X al nivel 1 — gq.

En la figura 1, se ilustra el concepto del valor en riesgo, es decir el nimero

X .’ 7 . 0
VaR;_, es una estimacion estadistica del peor valor de X con cierto grado de
confianza en un intervalo de tiempo dado. Si se considera un portafolio de

P.q
inversién, en el mercado financiero, el VaR,_, representa la méaxima cantidad
de dinero que se puede perder dentro de un cierto periodo de tiempo.

3.2 Valor en riesgo bajo el supuesto de normalidad

Posiblemente, el supuesto normalidad en el VaR ha contribuido de manera muy
importante a que el mismo VaR sea tan popular. Bajo este supuesto, el cdlculo
del VaR se convierte en una expresién facil de calcular.

Si el cambio de valor en un portafolio durante [¢,T], X, es una variable
aleatoria continua y F' es su funcién de distribucién, entonces VaR{(_q = ),
es decir, Va.R{(_q es el quantil g de F'. Por ejemplo, si el cambio en el valor de
II; satisface

dHt = p.dt + O'th,
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donde p € R, ¢ > 0y (W4)te[o,7) €8 un movimiento Browniano definido en un
espacio de probabilidad equipado con su filtracién aumentada,

(Qv "2 (]:t)tE[O,T]ﬂ IP)v

entonces
X =T — Oy ~ N(p(T — t),0%(T - t)).
Por lo que,
VaRy_, =2,0VT — 1+ EF[-X | F; |
=zq0VT —t — u(T — t).

A partir de las tablas de quantiles de la funcién de distribucién acumulada de
una variable normal estandar, se tiene que si 1 — ¢ = 0.95, z;, = 1.65, y si
1—¢q =0.99, 24 = 2.33. Si se definen pq = /360 y 04 = 0/+/360 como el
rendimiento y la volatilidad diarios, se tiene que

(56)

X
VaR;_, = 2,0aVT —t — pa(T — t), (57)
y, en este caso, T — t toma los valores en dias.

3.3 Valor en riesgo de un bono cupon cero con tasa corta conducida
por el modelo de Vasicek

A continuacién se deduce la ecuacién matemaética que permite calcular el valor
en riesgo de un bono cupon cero con la tasa corta guiada por una ecuacién
diferencial estocdstica del modelo de Vasicek. Asimismo, se presenta un apli-
cacién de dicha ecuacién a Cetes a 28 dias cuyos pardmetros, a, b y volatilidad
constante o, fueron calculados anteriormente para el periodo del 3 de mayo de
2004 al 8 de marzo de 2006. En particular se calcula un VaR a diez dias.

3.3.1 Valor en riesgo y el modelo de Vasicek

Recordemos que en el modelo de Vasicek la tasa corta, r¢, estd dada por la
ecuacién (3), es decir tiene la siguiente dindmica estocastica

drp= a(b - T‘t)dt + odW, (58)
donde a,b y o son constantes positivas y conocidas, y Wy es un movimiento
Browniano definido en un espacio de probabilidad fijo equipado con su fil-

tracién aumentada, (2, F, (Ft)icjo,r), P). Claramente, si 7o es constante, r;
se distribuye Normal con media

Elrei] = roe™* +b (l - e_at) (59)
y varianza

a

t 2
Var[ry] = 02/0 e~ 20(t=8)gs = ;— (1- 6_2'”) . (60)
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Por otra parte, el precio de un bono cupén cero se obtiene descontando el
nominal, en este caso una unidad monetaria, con el promedio de los valores
futuros de la tasa corta, es decir,

B(ri,t)=E {exp (— /tTrsds) ‘ Fi }

T
I(t,T):/ rgds.
t

A continuacién se vera que I(¢,T) es normal. Por un lado, en virtud del modelo
de Vasicek en (58), se sigue que

T T o
/ drs = ab(T — t) — a/ rsds + 0/ dWs. (61)
¢ t 4

En consecuencia,

Defina ahora

I(t,T)=—l(TT—Tt)+b(T—t)+E/TdW3. (62)
Z t

a

Por otro lado, del mismo modelo de Vasicek se tiene que si en (61) se sustituye
0 por ¢t y t por T, es decir, se cambia de solucién con otro valor final, entonces

T
rp = rte_a(T_t) + b (1 — e_a(T_t)) + 0'/ e~ T=)dw,.

t

Por lo tanto,
7

TR —W0y :(b = Tt) (1 = e—a(T—t)) + 0’/ e_a(T—s)dWs. (63)
t
A partir de (62) y (63), se tiene que

I(t,T) =b(T — ) + (rs — b) <ﬂ> o [F (“—6_E> daw,.

a a

Por lo tanto,

Asi,
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Es decir, dB/B sigue una distribucién normal con

B [d_B] = (1‘_4”")> a(b— re)dt.

B a
X 2
_ e—a(T-t)
Var [d_ﬂ = (1—> odt.
B a
De esta manera,
VaR{Z/® = 5 D (¢, T)oVdt + D(t, T)a(b — re)dt (66)
donde
1— e—a,(T—t)
D(t,T)= ————
a

Si desea utilizar la ecuacién (10), como alternativa para calcular el VaR de un
bono cupén cero, observe que la curva de rendimiento estd dada por

i e—a,(T—t) T e—a,(T—t) o2
L — = ] ———
B T a(T —t) ( a(T —t) > (b 2a2>

g (1 _ e—a,(T—t))2

4a3(T —t)
Por lo que,
1— e—a(T—t)
dR = ———dry.
= ™
Por lo tanto,
Eld Logn e d 67
baa = BIAR) = (22 Y alt= o) (67)
& 2
1 — e—a(T—t)
2 _ = [ ———— ] <P 68
o3, = Var[dR] ( T =1 ) o“dt (68)

De esta manera,

dB/B
VaRl—é =2¢Y04r + YHar (69)
=2,D(t,T)oVdt + D(t, T)a(b — r4)dt,

v como era de esperarse se tiene plena coincidencia con (66).

3.3.2 Valor en riesgo de un bono cupon cero y el modelo de Vasicek

Utilizando los valores de a, b y volatilidad constante o, calculados anteriormente
para el periodo del 3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006. Se tiene que, el
valor en riesgo de un cete (a 28 dias) en los proximos 10 dias es de

VaR$”/® = 0.000000282.

Como se puede observar es una primera aproximacion, por lo que es conveniente
utilizar otras metodologias y poder comparar el resultado obtenido.
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4. Simulacién Monte Carlo

En esta seccién se presenta la simulacién de la tasa corta con los modelos de
Vasicek y Cox Ingersoll y Ross por medio de simulacién Monte Carlo. Asimismo,
se calcula el precio de un bono cupon cero y el valor en riesgo de Bonos cupon
cero.

4.1 Precio de bono cupdn cero

El precio de bono cupdn cero que se coloca en ¢ y que al vencimiento 7' paga
una unidad monetaria estd dado por

B(t,T) = e BEDNT-Y), (70)
donde
1 /g
R(t,T) = ﬁ/ F(t, 8)ds. (71)
—tJt
Sustituyendo (70) en (71), se tiene
B(t,T) = T f Fta)ds(T—t) (72)
En forma discreta, el precio del bono es

1 Z
B(#,T) =exp (—— rs(T——t)> .
K=
s=t
donde 7, es la tasa corta, es decir la de menor plazo. Para calcular el precio del
bono cupon cero, se utilizara la tasa de rendimiento de cetes a 28 dias para el
periodo 3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006.

4.2 Algoritmo de Simulacién

En esta seccidn se describe el algoritmo de simulacién para determinar el precio
de un bono cupon cero donde la dindmica de la tasa corta es guiada por el
modelo de Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross.

1.) Simular el comportamiento de la tasa corta. Para ello, se generan nimeros
aleatorios que siguen una, caminata aleatoria, una determinada distribu-
c¢idn, en particular una distribucién de tipo normal. La distribucién normal
se puede generar a partir del método Box-Muller, es decir

X = —21In U1COS(27TU2) (73)

e =] —21In Ulsen(27rU2). (73a)

Cualquiera de las X,Y genera una distribucién normal. Se considera la
dindmica de la tasa corta, la cual es conducida por una ecuacién diferencial
estocdstica como en los modelos de Vasicek y CIR. Se utiliza el valor de
la tasa corta del dia de hoy rp y se continua hasta la fecha de expiracién
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del bono cupon cero. Esto da una realizacién de una trayectoria de la tasa
corta.

2.) Para cada realizacién o trayectoria de la tasa corta se toma la suma de las
tasas cortas simuladas y se calcula el promedio de la tasa corta para esta
trayectoria.

3.) Se calcula el precio del bono con esta trayectoria, obteniendo asi un valor
B,.

4.) Repetir n veces las realizaciones sobre el mismo periodo de tiempo y cal-
cular el precio del bono para cada realizacién o trayectoria, es decir se
obtienen B1, B, ..., By,.

5.) Se calcula el promedio de los valores B;, con i = 1,...,n, obtenidos por la
simulacién y de esta manera se obtiene el precio del bono cupon cero. Note
que, entre mayor sea el nimero de simulaciones o de realizaciones, mejor
sera la precision del resultado. Sise aumenta en cien veces las simulaciones,
entonces aumenta un decima de correccién.

Cabe senalar, que la precisién también depende de la calidad de los nimeros
aleatorios propuestos por la diferentes técnicas por lo que es recomendable hacer
una prueba de aleatoriedad.

A continuacién se aplica el algoritmo para calcular el precio de un bono cupon
cero en la que la dindmica de la tasa corta es guiada por una ecuacion diferencial
estocdstica de Vasicek.

4.3 Simulacién del precio de un bono cupdn cero con el modelo de
Vasicek

La dindmica de la tasa corta del modelo de Vasicek estd dado por la ecuacién
(3) y se puede escribir en forma discreta como

ripar =11+ alb — 1) At + oWy, (74)

donde Wy = V/Ate; ¥ &4 es una normal A(0,1). A partir del Wltimo valor de r;
se cdlcula rioar ¥ se obtiene en forma recursiva el valor de r:4a;. El método es
facil de aplicar a una ecuacién diferencial estocdstica y tiene un error de O (6¢).
El algoritmo mencionado en la seccién anterior puede implementarse en cual-
quier lenguaje de programacion cuando el nimero de simulaciones es del orden
de 10,000 (multiplicado por el nimero de factores o activos a simular), o en una
hoja de excel cuando el nimero de simulaciones es més o menos rdapido, es decir
calculado en unos cuantos nanosegundos o segundos. Se necesita solamente
proponer los valores de: la tasa corta de interés al dia de hoy, rg, la volatilidad,
incrementos en el tiempo y para £; una muestra de variables aleatorias que se
distribuyan como normal estandarizada.

A continuacién se presenta la grifica de simulaciones Monte Carlo para el
modelo de Vasicek:
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Grafica 11. Simulacién Monte Carlo de la tasa corta, del modelo de Vasicek,
para valuar bonos cupon cero, cetes a 28 dias.

En la siguiente tabla se presenta el precio del bono cupon cero calculado por
el método de simulacién Monte Carlo, cuyas trayectorias simuladas de la tasa
corta aparecen en la gréafica anterior, 4.2. En este calculo se utilizé la tasa de
rendimiento de Bonos cupon cero (Cetes) a 28 dfas en el periodo del 3 de mayo
de 2004 al 8 de marzo de 2006.

Tabla 3. Precio del Bono cupén cero determinado
por simulacién Monte Carlo.

Simulacién de la tasa corta del modelo de
Vasicek por el método de Monte Carlo
Precio del Bono cupon cero B(rs, ¢, T) = 0.995142
Plazo del Bono T = 28 dias a=0.007032413

Volatilidad 0.090579173% | b=0.083772223
Tasa de interés
libre de riesgo ro = 6.021% VaR=0.029

sin impuesto

Fuente: Valmer.
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El precio del Bono cupén cero corresponde a 10,000 simulaciones o trayectorias
de la tasa corta y que aparecen sélo 200 de éstas en la gréafica 11.

4.4 Dinamica de la tasa corta y saltos Poisoon

Ahora, se supone que el nimero de saltos, movimientos extremos y repentinos,
en la tasa corta, por unidad de tiempo, siguen un proceso de Poisson N; con
intensidad X, de tal manera que

r" {un salto unitario durante dt¢} = P {dN; = 1} = Mdt + o(dt), (75)
mientras que
P {ningiin salto en dt} = P" {dN; = 0} = 1 — Adt + o(dt), (76)
donde o(dt)/dt — 0 cuando dt — 0. Asi,

N)[

E™ [dN,] = Var'" [dVy] = Adt.

El niimero inicial de saltos se supone igual a cero, es decir, Ng = 0.
Considere ahora un movimiento Browniano (Z;);>¢ definido en un espacio

(
de probabilidad fijo con su filtracién aumentada (Q(Z),]:(Z), (ft(z) )i>0, IP Z)).
Se supone que la tasa corta sigue un proceso de la forma:
dry = a(b — re)dt + odWy + ndNg, (77)

donde a, b, y o son constantes positivas, o es la volatilidad instantdnea de
la tasa corta, n es el tamafo medio esperado de un salto, de Poisson, en la
tasa corta y {W¢}i>o es un movimiento Browniano definido sobre un espacio
fijo de probabilidad (€2, F,IP) junto con su filtracién aumentada IF = {F;}>0,
entonces se establece una de las clases mas importantes de modelos de tasa
corta con reversién a la media y pardmetros constantes. El proceso W, se
supone independiente de N;. En lo que sigue, o, A y 7 son constantes positi-
vas. Se supone que dW; es una variable aleatoria distribuida normalmente con
E[dW,] = 0 y Var[dW}] = d¢. Los procesos estocdsticos dWy y dN; se suponen
no correlacionados, es decir,

Cov(dWy,dge) = 0.

A continuacién se presenta la gréfica de simulaciones Monte Carlo para el mo-
delo de Vasicek:
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Gréfica 12. Simulacién de la tasa corta del modelo de Vasicek por el
método de Monte Carlo, para valuar bonos cupon cero.

En la siguiente tabla se presenta el precio del bono cupon cero calculado por
el método de simulacién Monte Carlo, cuyas trayectorias simuladas de la tasa
corta aparecen en las grafica anterior, 4.3. En este cdlculo se utilizé la tasa de
rendimiento de Bonos cupon cero (Cetes) a 28 dias, diaria, en el periodo del 3

de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006.

Tabla 4. Precio del Bono cupén cero determinado
por simulacién Monte Carlo.

Simulacion de la tasa corta del modelo
de Vasicek con saltos de Poisson, por el métodode Monte Carlo
Precio del Bono cupon cero B(ry, t,T) = 0.995288

Plazo del Bono T = 28 dias a=0.007032413
Volatilidad 0.090579173% b=0.083772223

Tasa de interés A = 0.002092

libre de riesgo ro =6.021% n = 0.002236
sin impuesto

Fuente: Valmer.

Los valores de A y n fueron determinados de los rendimientos de las tasas de
CETES a 28 dias cuyo valor de un dia a otro supero un incremento en la tasa
por arriba del 2% y por abajo del 5%, que se considero importante. En este caso
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se presentaron 3 eventos (tasas) que cayeron en este intervalo de un conjunto de
478 observaciones para el periodo del 3 de mayo de 2004 al 8 de marzo de 2006
v del cual se tomo un promedio en dicha tasa y tomando como punto inicial g
del dltimo dato observado.

4.5 Simulacién del precio de un bono cupén cero con el modelo de
CIR

La dindmica de la tasa corta del modelo de CIR estd dado por la ecuacién (18)
y se puede escribir en forma discreta® como

ripar =1t + a(b— 1) At + o+/T Wy, (78)

donde Wy = VAte; y 4 es una normal A'(0,1) y s ~ x2(n,6), donde n re-
presenta los grados de libertad y é el pardmetro de no centralidad. A partir
del ultimo valor de r; se célcula ryya; y se obtiene en forma recursiva el valor
de r¢+at. El método es facil de aplicar a una ecuacién diferencial estocéstica y
tiene un error de O(6t). Se necesita solamente conocer los valores de: la tasa
corta de interés al dia de hoy, rg, la volatilidad, incrementos en el tiempo y
para e£; una muestra de variables aleatorias que se distribuyan como normal
estandarizada, r; puede ser calculado a partir de la distribucién x2(n, §) a un
nivel de significancia a.

A continuacidén se presenta la grafica de simulaciones Monte Carlo para el
modelo de CIR:
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Grafica 13. Simulacién Monte Carlo con el modelo CIR.

5 Vea: Jessica James and Webber (2000).
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En la siguiente tabla se presenta el precio del bono cupon cero calculado por
el método de simulacién Monte Carlo, cuyas trayectorias simuladas de la tasa
corta aparecen en las grafica anterior, 13. En este cdlculo se utilizo la tasa de
rendimiento de Bonos cupon cero (Cetes) a 28 dias en el periodo de 3 de mayo
de 2004 al 8 de marzo de 2006

Tabla 5. Precio del Bono cupén cero determinado por
simulacién Monte Carlo del modelo CIR.

Simulacién de la tasa corta del modelo Monte Carlo
del modelo CIR, por el método de Monte Carlo
Precio del Bono cupon cero B(r:,t,7) = 0.995183
Plazo del Bono | T = 28 dias a=0.005900
Volatilidad 0.076242% b=0.08800
Tasa de interés
libre de riesgo | rg = 6.021% | VaR=0.012, VaR=0.017
sin impuesto

Fuente: Valmer.

El precio del Bono cupén cero corresponde a 10,000 simulaciones o trayectorias
de la tasa corta y que aparece s6lo 200 de éstas en la gréfica 13.

4.6 Dinamica de la tasa corta y saltos Poisoon, CIR

Ahora, se supone que el nimero de saltos, movimientos extremos y repentinos,
en la tasa corta, por unidad de tiempo, siguen un proceso de Poisson N: con
intensidad X, de tal manera que

r" {un salto unitario durante dt} = r" {dN; = 1} = Adt + o(dt),

mientras que
™oL, (™)
P "{ningtn salto en dt} =P "{dN; = 0} = 1 — Adt + o(dt),

donde o(dt)/dt — 0 cuando dt — 0. Asf,

(N)

E™[dN,] = Var' |

dNg] = )dt.
El nimero inicial de saltos se supone igual a cero, es decir, Ng = 0.

Considere ahora un movimiento Browniano (Z;);>¢ definido en un espacio
(2) () , (2 (2)

de probabilidad fijo con su filtracién aumentada (Q ', F ,(F; )ez0,IP ).
Se supone que la tasa corta sigue un proceso de la forma:
dry = a(b — r)dt + o/redW; + nd Ny, (79)

donde a, b, y o son constantes positivas, o es la volatilidad instantinea de la
tasa corta, n es el tamafio medio esperado de un salto, de Poisson, en la tasa
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corta y {Wi}i>0 es un movimiento Browniano definido sobre un espacio fijo
de probabilidad (92, 7,TP) junto con su filtracién aumentada IF = {F;}:>0, en-
tonces se establece una de las clases méds importantes de modelos de tasa corta
con reversién a la media y parametros constantes. El proceso W; se supone
independente de N;. Como antes, o, A y n son constantes positivas. Se supone
que dW; es una variable aleatoria distribuida normalmente con E{dW;] =0 y
Var[dW;] = dt. Los procesos estocdsticos dW; y dN; se suponen no correla-

cionados, es decir,

008 4

Cov(dWy,dgt) = 0.

0045

10 15
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Grafica 14. Simulacién Monte Carlo con el modelo CIR.

Tabla 6. Precio del Bono cupén cero determinado por
simulacién Monte Carlo del modelo CIR.

Simulacién Monte Carlo
del modelo CIR con Poisson

Precio del Bono cupon cero B(ry, t,T) = 0.995186

Plazo del Bono | T = 28 dias a=0.005900
Volatilidad 0.0076242% b=0.008800

Tasa de interés A = 0.002092

libre de riesgo | ¢ = 6.021% n = 0.002236
sin impuesto

Fuente: Valmer.
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